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CAP��TULO 1Punto 
otante y redondeoEl objeto de este cap��tulo es analizar la representaci�on de los n�umeros en una computadora y lapropagaci�on de los errores de redondeo al realizar c�alculos.Como la cantidad de informaci�on que puede guardarse en una computadora es �nita, la m�aquinatrabajar�a s�olo con un conjunto �nito de n�umeros. A estos los llamaremos n�umeros de m�aquina.En consecuencia, toda vez que de nuestros datos o c�alculos surja un n�umero que no pertenece aeste conjunto �nito, �este deber�a ser reemplazado por una aproximaci�on (el n�umero de m�aquinam�as cercano). Este reemplazo da lugar a lo que llamamos errores de redondeo.Al realizar c�alculos estos errores de redondeo se propagan y esto puede llevar a resultadostotalmente incorrectos como veremos en algunos ejemplos simples.En las aplicaciones del c�alculo num�erico es pr�acticamente imposible determinar exactamente lamagnitud de los errores de redondeo. Lo que si puede hacerse, y es de fundamental importancia,es identi�car las posibles causas de que los errores se propaguen m�as de lo admisible. Estopermite mejorar los algoritmos o determinar que m�etodo es m�as conveniente para resolver unproblema. Un claro ejemplo de esto, que veremos m�as adelante, aparece cuando se utiliza elm�etodo de eliminaci�on de Gauss para resolver un sistema de ecuaciones lineales. En este caso,el an�alisis de la propagaci�on de errores permite determinar la forma m�as e�ciente de aplicar elm�etodo.Por otra parte, es fundamental distinguir cuando la propagaci�on excesiva de errores se debe aque el algoritmo utilizado es \malo" o inestable o a que el problema en s�� mismo est�a \malcondicionado". En el primer caso se puede (se debe!) tratar de mejorar el m�etodo de resoluci�onmientras que en el segundo caso el problema es m�as esencial. Los ejemplos que presentaremosilustrar�an estos dos casos. 1. Punto 
otanteEn lo que sigue supondremos que los n�umeros de m�aquina son los que aparecen en la pantalla.Esto no es exacto pues en realidad la computadora opera internamente con los n�umeros desar-rollados en base 2 y no en base 10. Este abuso de lenguaje es s�olo para mayor claridad (el lectorpodr�a observar que todo nuestro an�alisis puede repetirse trabajando en base 2).Observemos primero que un n�umero real cualquiera, x 2 IR, x > 0, puede escribirse como



2 1. PUNTO FLOTANTE Y REDONDEO
x = 0; a1a2 : : : ak : : : 10l = r � 10l; 110 � r < 1 (es decir; a1 6= 0)Pero en una computadora no se pueden poner in�nitos d��gitos. Por lo tanto, se trabaja s�olocon n�umeros de desarrollo �nito y de una longitud dada. De la misma forma, el exponente l(es decir el orden del n�umero) estar�a limitado a cierto rango. En consecuencia los n�umeros dem�aquina ser�an de la formax = 0; a1a2 : : : am10l = q � 10l �M1 � l �M2; ; a1 6= 0m�as los correspondientes negativos y el cero. Los n�umerosm, M1 yM2 dependen de la m�aquina.Esta representaci�on de los n�umeros es la que se llama de punto 
otante.Los n�umeros de m�aquina forman un conjunto �nito de n�umeros racionales. La cantidad den�umeros de m�aquina que hay entre 1=10 y 1 es,#fx = 1=10 � x < 1g = 9� 10m�1:En general, la cantidad que hay entre 10l y 10l+1 es tambi�en 9 � 10m�1. Esto nos dice quelos n�umeros de m�aquina no est�an uniformemente distribuidos. S�� lo est�a el subconjunto queest�a entre 10l y 10l+1 para cada l. En particular, los n�umeros m�as grandes est�an m�as separa-dos. Resulta �util para la comprensi�on hacer un dibujo de los n�umeros de m�aquina en la rectanum�erica (Ejercicio). Al analizar la propagaci�on de errores de redondeo se aclarar�a por qu�e estadistribuci�on de los n�umeros es m�as razonable que una uniforme.Sea x 2 IR. Para simpli�car notaci�on supondremos x > 0 (claramente todas las consideracionesque haremos se aplican an�alogamente a los n�umeros negativos). Hay dos posibilidades: que xest�e o no en el rango de los n�umeros de m�aquina. Si al hacer c�alculos aparece un n�umero enla segunda situaci�on, por ser muy grande o muy chico, la computadora nos dar�a un mensajeindic�andolo.Supongamos entonces que x est�a en el rango de la m�aquina, o sea,x = 0; a1a2 : : : am : : : 10l M1 � l �M2; a1 6= 0Este x est�a entre dos n�umeros de m�aquina,x0 � x � x00Supongamos, para simpli�car, que am 6= 9 (analice el lector el caso contrario). Entonces tenemosx0 = 0; a1a2 : : : am10ly x00 = 0; a1a2 : : : (am + 1)10l



2. REDONDEO 32. RedondeoHay dos formas de aproximar a x. Una es por truncamiento: se elige siempre x0 es decir elmayor de los n�umeros de m�aquina que son menores que x. La otra forma es tomar el m�aspr�oximo a x entre x0 y x00. A esta forma de aproximar se la conoce por redondeo y es la queusan habitualmente las computadoras.Veamos que error cometemos al aproximar un n�umero por redondeo. Usaremos la notaci�onx� = x redondeadoEl error absoluto ser�a jx� x�j � 12 110m 10lMientras que el error relativo se puede acotar de la forma siguientejx� x�jjxj � 12 10l�m0; a1a2 : : : am : : : 10ly como 0; a1a2 : : : am : : : � 110se tiene que jx� x�jjxj � 5� 10�mEs decir que el error relativo es del orden de 10�m si nuestra m�aquina trabaja con m d��gitos.Es importante observar que, si bien el error absoluto que introduce el redondeo depende de lamagnitud del n�umero, el relativo, que es el m�as signi�cativo, es independiente de �esta, est�a con-trolado en t�erminos de la cantidad de d��gitos con la que trabaja nuestra computadora (Ejercicio:meditar que tiene que ver esto con la distribuci�on no uniforme de los n�umeros de m�aquina).Si tenemos x� = 0; a1a2 : : : am10l; a1 6= 0decimos que conocemos a x conm d��gitos signi�cativos, lo que equivale, seg�un vimos, a conocerlocon un error relativo del orden de 10�m. Observar la importancia de la condici�on a1 6= 0: de locontrario los d��gitos dejan de ser signi�cativos.



4 1. PUNTO FLOTANTE Y REDONDEOObservemos que x� = x(1 + �)con j�j � " = 5� 10�mEste " es el error de redondeo unitario, es decir, que el error que se comete al aproximar x porx� es x� con j�j � ", de esta forma el error jx� x�j ser�a menor o igual que "jxj.Este valor, ", depende de la m�aquina y se lo llama el " de la m�aquina. Recordemos que, seg�un locomentado antes, el verdadero " de m�aquina no es exactamente �este debido a que la computadoratrabaja en base 2. Pero desde el punto de vista pr�actico s�olo interesa el orden de " (y �este s�� escorrecto!).Ejercicio: calcular el " exacto suponiendo que la m�aquina trabaja en base 2 con k d��gitos.Otra forma de interpretar el signi�cado del " de la m�aquina es la siguiente: " nos dice cu�al es elmenor n�umero tal que, en la m�aquina, 1 + " 6= 1O sea, si se le suma a 1 algo menor que ", \desaparece" debido al redondeo. En efecto, seg�un lam�aquina tendremos 1 + 4� 10�m = 1; 0 : : : 04 = 0; 10 : : : 00� 10 = 1en cambio, 1 + " = 1; 0 : : : 06 = 0; 10 : : : 01� 10 6= 1Si sumamos exactamente " el resultado depender�a de como redondee la m�aquina en el caso enque x equidista de dos n�umeros de m�aquina, es decir, cuando la cifra m+ 1 es justo 5.M�as en general, el orden del menor n�umero que sumado a un x da, en la m�aquina, un resultadodistinto de x es "jxj.Es fundamental observar que " no es el menor n�umero que se puede representar en la m�aquina(y est�a muy lejos de �este!). Este �ultimo depende de M1 y no de m.Veamos ahora algunos de los problemas que surgen debido al redondeo.Empecemos por sumar dos n�umeros. Como vimos, si sumamos dos n�umeros de ordenes muydistintos, el m�as chico puede \desaparecer". Por ejemplo, si m = 5 y



2. REDONDEO 5
x = 78473000; y = 24tenemos x� = 0; 78473 � 108; y� = 0; 24� 102es decir que x e y son n�umeros de m�aquina. Entonces,x+ y = 78473024y por lo tanto, (x+ y)� = 0:78473 � 108 = x� = xEn particular, esto nos dice que si tenemos que sumar varios n�umeros x1; x2; : : : ; xN convienehacerlo de menor a mayor (>Por qu�e?).En el ejemplo anterior el problema no es muy importante ya que no se pierden d��gitos signi�ca-tivos, es decir, el orden del error relativo no se agranda (se est�a perdiendo la informaci�on de unn�umero que es despreciable respecto del otro sumando).El problema es mucho m�as serio cuando deben restarse dos n�umeros parecidos. En este caso,debido a lo que se conoce como \cancelaci�on catastr�o�ca", pueden perderse d��gitos signi�cativoso, en otras palabras, agrandarse mucho el error relativo.Consideremos como antes m = 5 y tomemosx = 0; 372154876; y = 0; 372023264entonces, x� = 0; 37215; y� = 0; 37202y por lo tanto, x� y = 0; 000131612mientras que x� � y� = 0; 00013 = 0; 13 � 10�3Observemos qu�e sucedi�o: x e y estaban representados con 5 d��gitos signi�cativos pero al restarlosquedaron s�olo 2 del resultado. En consecuencia el error relativo creci�o de manera tal que si bienel error relativo en x e y era del orden de 10�5 el del resultado es del orden de 10�2.



6 1. PUNTO FLOTANTE Y REDONDEOComo conclusi�on observamos que hay que tratar de evitar restar n�umeros \casi iguales". Porejemplo, supongamos que queremos calculary =px2 + 1� 1para valores de x peque~nos. Si lo hacemos directamente, estamos en la situaci�on anterior. Encambio podemos proceder de la siguiente manera:y =px2 + 1� 1 = (px2 + 1� 1)(px2 + 1 + 1)(px2 + 1 + 1) = x2(px2 + 1 + 1)y utilizar la �ultima expresi�on para calcular y. Si los c�alculos fueran exactos ambas f�ormulasdar��an el mismo resultado pero, debido al redondeo, dan resultados distintos. Por ejemplo,trabajando con 5 d��gitos, si x = 0; 0312 obtenemos con la primera f�ormula y = 0; 0004 (unsolo d��gito signi�cativo si bien conoc��amos x exactamente). Mientras que con la segunda, y =0; 00048662 (que tiene cuatro d��gitos signi�cativos correctos).El mismo problema surge al calcular y = x� senx para x peque~no. En este caso se puede usarel desarrollo de Taylor, y = x� senx = x33! � x55! + x77! : : :y calcular y sumando los primeros t�erminos de la serie.Otro caso en el que la cancelaci�on de d��gitos signi�cativos puede presentarse es en la resoluci�onde una ecuaci�on cuadr�atica ax2 + bx+ c = 0si utilizamos la f�ormula habitualx1 = �b+pb2 � 4ac2a y x2 = �b�pb2 � 4ac2aConsideremos por ejemplo, x2 � 105x+ 1 = 0Los primeros d��gitos exactos de las ra��ces sonx1 = 99999:99999y x2 = 0:000010000000001



2. REDONDEO 7Usando la f�ormula para x2 tenemos x2 = 105 �p1010 � 42Si trabajamos con ocho d��gitos el 4 desaparece y x2 resulta igual a cero. Otra vez hemos restadodos n�umeros parecidos!Esto se puede solucionar calculando primero x1 y luego obtener x2 usando que x2 = cax1 .En general, la forma correcta de encontrar las ra��ces en el caso en que ac sea despreciable respectode b, es calculando primero x1 = �b� sign(b)pb2 � 4ac2ay luego la otra raiz como hicimos en el ejemplo. De esta forma se evita la p�erdida de d��gitossigni�cativos.Un problema fundamental del c�alculo num�erico es la resoluci�on de sistemas de ecuaciones lineales.Veamos c�omo los errores de redondeo pueden afectar la soluci�on a�un en problemas de dosecuaciones con dos inc�ognitas. Tratemos de resolver el siguiente sistema utilizando el m�etodode eliminaci�on de Gauss, � " 11 1 �� xy � = � 12 �Pongamos, a modo de ejemplo, " = 10�6 y supongamos que la m�aquina trabaja con cinco d��gitos.Multiplicando la primera �la por 1" = 106 y rest�andosela a la segunda obtenemos� 10�6 10 1� 106 �� xy � = � 12� 106 �pero, con el redondeo a cinco cifras nos queda� 10�6 10 �106 �� xy � = � 1�106 �(perdimos la informaci�on de la segunda ecuaci�on!).Mientras que el resultado exacto es� 10�6 10 �999999 �� xy � = � 1�999998 �



8 1. PUNTO FLOTANTE Y REDONDEOHasta aqui el error no parece grave. Pero veamos: si utilizamos la matriz obtenida con la m�aquinay despejamos de la segunda ecuaci�on obtenemos la soluci�on y0 = 1 y luego, reemplazando en laprimera, x0 = 0.Pero la soluci�on verdadera es y = 1� 2� 10�61� 10�6 � 1 = y0x = 11� 10�6 6= 0 = x0Observemos que x � x0 = x = 11�10�6 es aproximadamente 1. Adem�as el error relativo es 1(catastr�o�co!).Analicemos qu�e sucedi�o. Al hacer las restas 1 � 1" , 2 � 1" se introduce un peque~no error enla matriz triangulada que se propaga a la soluci�on. Este error, al perder la sexta cifra, no essigni�cativo respecto de y pero al reemplazar en la primera ecuaci�on queda,"x0 = 1� y0; y entonces x = 1" (1� y0)Esto implica que el error y��y se ampli�ca por un factor 1" dando lugar a un error grande en x.Veamos ahora que pasa si hacemos el mismo proceso de eliminaci�on de Gauss pero intercam-biando las �las de lugar. Queda � 1 110�6 1 �� xy � = � 21 �Operando (�la 2 - " �la 1), obtenemos� 1 10 1� 10�6 �� xy � = � 21� 2� 10�6 �y con el redondeo a cinco cifras nos queda� 1 10 1 �� xy � = � 21 �que tiene como soluci�on y0 = 1, x0 = 1.>Qu�e pas�o? El intercambio de �las permiti�o obtener un resultado correcto evitando la propa-gaci�on catastr�o�ca del error que se daba en el otro caso. Veremos m�as adelante que esto es algogeneral: conviene elegir como \pivote" (elemento por el que se divide) para la eliminaci�on deGauss el que tenga mayor valor absoluto.En este ejemplo, la primera forma de resolver era un algoritmo \malo" o inestable en el sentidode que ampli�caba los errores llevando a resultados absolutamente err�oneos. Sin embargo, esto



2. REDONDEO 9se solucion�o intercambiando el orden de las �las, o sea, modi�cando el algoritmo. Esto muestraque el error en el primer caso se deb��a a la forma de resolver y no a algo inherente al problemaen s�� mismo.Hay casos de naturaleza esencialmente diferente en los cuales el problema que se quiere resolverest�a \mal condicionado". Esto signi�ca que peque~nos cambios en los datos implican grandescambios en la soluci�on. Esto hace que los errores de redondeo puedan ampli�carse muchoindependientemente del m�etodo que usemos para resolverlo.Veamos un ejemplo de esto. Supongamos que nuestra m�aquina trabaja con 3 d��gitos y trunca.Resolvamos el sistema � 0:780 0:5630:913 0:659 �� xy � = � 0:2170:254 �La soluci�on exacta es x = 1, y = �1.Teniendo en cuenta lo visto antes, intercambiamos �las antes de hacer la eliminaci�on de Gauss.Obtenemos � 0:913 0:6590 0:001 �� xy � = � 0:2540:001 �y en consecuencia y0 = 1 y x0 = �0:443 que no tiene nada que ver con la soluci�on exacta. Enparticular, el error es mayor que la soluci�on misma!Lo que sucede en este ejemplo es que la matriz est�a \mal condicionada" (m�as adelante precisare-mos lo que esto signi�ca) y habr�a problemas independientemente del algoritmo que utilicemos.Otro ejemplo de problema \mal condicionado" es el siguiente. Las ra��ces de(x� 2)2 = 10�6son x1 = 2 + 10�3 x2 = 2� 10�3en cambio, las ra��ces de (x� 2)2 = 0son x1 = x2 = 2.Este ejemplo trivial muestra que un peque~no cambio en un coe�ciente de la ecuaci�on polinomialpuede dar lugar a un cambio de otro orden en las ra��ces. En este caso, un cambio de 10�6 en elt�ermino independiente origina un cambio de 10�3 en las ra��ces.Un ejemplo m�as interesante es el estudiado por Wilkinson en 1963. Se trata de calcular lasra��ces de



10 1. PUNTO FLOTANTE Y REDONDEO
p(x) = (x� 1)(x� 2) : : : (x� 19)(x � 20) = x20 � 210x19 + : : : :Wilkinson demostr�o que al cambiar el coe�ciente �210 por �210 � 2�23 las ra��ces 16 y 17 setransforman en el par complejo16:73 : : : + i2:812 : : : 16:73 : : : � i2:812 : : :Para �nalizar, veamos otro ejemplo de algoritmo inestable. El problema consiste en calcularEn = Z 10 xnex�1 dx n = 1; 2; : : :Integrando por partes se obtieneEn = Z 10 xnex�1 dx = xnex�1 j10 �Z 10 nxn�1ex�1 dxes decir En = 1� nEn�1y es f�acil ver que E1 = 1=econ lo que tenemos de�nida la sucesi�on En en forma recursiva.Usando esta relaci�on recursiva para calcular con una m�aquina que trabaje con seis d��gitos seobtiene, E1 � 0:367879E2 � 0:264242E3 � 0:207274...E9 � �0:0684800cuando en realidad E9 � 0:0916con lo que el resultado computacional es p�esimo.En este caso lo que sucede es que el error de En�1 se ampli�ca multiplic�andose por n. Entoncesen nueve pasos se multiplica por 9!, obteni�endose un error de9!� error inicial = 9!� 4:412 � 10�7 � 0:1601que resulta mayor que el verdadero E9.



3. EJERCICIOS 11Como conclusi�on el algoritmo es malo. Pero observemos que no lo es el problema en s�� mismo.Como alternativas podemos calcular En por integraci�on num�erica o bien hacer el siguiente truco.Observemos que En�1 = 1�Enny como En � Z 10 xn dx = 1n+ 1 ! 0podemos empezar de E20 � 0 e ir hacia atr�as usando En�1 = 1�Enn . Este algoritmo es estable(el error en cada paso se multiplica por algo menor que uno).Como conclusi�on, los ejemplos analizados en esta secci�on muestran la diferencia entre el casoen el cual la ampli�caci�on de los errores de redondeo se debe a que el problema est�a \malcondicionado" o \mal planteado" y el caso en el que dicha ampli�caci�on se debe al uso de un\algoritmo inestable". Es fundamental distinguir entre ambos casos y, por otra parte, encontrarlas causas de la propagaci�on indebida de errores con el objeto de mejorar los algoritmos.3. Ejercicios(1) Utilizando el m�etodo de redondeo:(a) Hallar el n�umero de m�aquina m�as pr�oximo a 125:6 y a= 126 si trabaja con� Base 10 y mantisa de 2 d��gitos.� Base 2 y mantisa de 8 d��gitos.(b) Veri�car para x = 125:6, la conocida cota para el error relativojx� fl(x)x j � �si � = 1=2�1�d donde � es la base y d la longitud de la mantisa.(c) >Cu�al es, en cada caso, el valor que da la m�aquina como resultado de las operaciones126 + 125:6 y 126� 125:6? >Cu�al es el error relativo de estos resultados?(2) Utilizando el m�etodo de truncamiento:(a) Rehacer el Ejercicio 1, con el � correspondiente, es decir: � = ��d+1, donde � y dson como antes.(b) Demostrar que, en este caso, � es el menor n�umero de m�aquina tal que 1 + � 6= 1.>Cu�anto da � + �?(3) Mostrar que fl(x) tiene (para ambos m�etodos) una escritura de la formafl(x) = x(1 + �x)donde j�xj � �: (Usar la cota para el error relativo).(4) P�erdida de d��gitos signi�cativos:(a) Si x; y � 0 demostrar que���x+ y � fl(fl(x) + fl(y))x+ y ��� � 2�+ �2:



12 1. PUNTO FLOTANTE Y REDONDEOObservar que en la expresi�on 2� + �2 el valor de �2 es despreciable dado que � espeque~no.(b) Si x e y no poseen el mismo signo, >puede repetir la misma cuenta? (Sugerencia:recordar el error relativo de 126 � 125:6 en el ejercicio 1, item (c), utilizando lacomputadora binaria con mantisa de 8 d��gitos.)(5) Un ejemplo que muestra que algunas de las reglas de la aritm�etica no son v�alidas paraoperaciones de punto 
otante.(a) Intentar anticipar el resultado de los siguientes c�alculos:(i) (1 + �2) + �2 (ii) 1 + ( �2 + �2)(iii) �(1 + �2) + �2�� 1 (iv) �1 + ( �2 + �2 )�� 1(b) Efectuar estos c�alculos usando Matlab y comprobar las predicciones hechas.(6) Hallar la ra��z menor en m�odulo de la ecuaci�onx2 � 40x+ 0:25 = 0;utilizando aritm�etica de 4 d��gitos y comparar con el resultado obtenido utilizando arit-m�etica exacta. Calcular el error relativo y asegurarse de comprender de d�onde viene lap�erdida de d��gitos signi�cativos. >Se le ocurre c�omo calcular con mayor precisi�on dichara��z? >Cu�al es el error relativo con el nuevo m�etodo?(7) Hallar una forma de calcular sin p�erdida de d��gitos signi�cativos las siguientes canti-dades, para x � 0:(a) (� + x)n � �n(b) ��p�2 � x(c) cos x� 1(d) sen(�+ x)� sen(�)(8) Se pretende calcular las sumas SN = PNk=1 ak con N 2 IN. Llamemos cSN al valorcalculado que se logra de hacer fl(\SN�1 + aN ).(a) SN = NXk=1 1k . Mostrar que cSN se estaciona a partir de alg�un N su�cientementegrande. Deducir que a partir de entonces SN 6= cSN .(b) Idem (a) para la suma SN = NXk=1 2�k+100 + 1k . Encontrar, haciendo un programaen Matlab, el valor de N para el cual cSN se estaciona.(9) El desarrollo de Taylor de la funci�on ex proporciona una forma muy inestable de cal-cular este valor cuando x es negativo. Hacer un programa en Matlab que estime e�12evaluando el desarrollo de Taylor hasta grado n de la funci�on ex en x = �12, paran = 1; : : : ; 100. Comparar con el valor exacto: 0:000006144212353328210 : : : >Cu�alesson las principales fuentes de error? Realizar otra estimaci�on= de e�12 con alg�unotro m�etodo que evite los problemas del m�etodo anterior (Sugerencia: Considerare�x = 1=ex).(10) Calcular en Matlab los valores: sen(�=2 + 2�10j) c= on 1 � j � 18. >Cu�anto deber��adar? >Qu�e est�a pasando?(11) Aproximaci�on de la derivada de una funci�on.



3. EJERCICIOS 13(a) Llamamos derivada discreta de f en x = 1 al valordhf(1) = f(1 + h)� f(1)h :Utilizando el desarrollo de Taylor, demostrar quejf 0(1)� dhf(1)j � jf 00(1)jh2 + o(h) (h! 0)siempre que f sea su�cientemente derivable.(b) Considerar la funci�on f(x) = x2. Hacer un programa en Matlab que calculelos valores de dhf(1) para aproximar f 0(1), d�andole a h los valores 10�18; 10�17:9;10�17:8; : : : ; 10�1 y gra�que los resultados obtenidos. Decidir si estos se contradicencon el resultado del ��tem anterior. Hacer un an�alisis de los c�alculos efectuados paracalcular dhf(1), teniendo en cuenta que la m�aquina utiliza aritm�etica de punto
otante.(c) Repetir el ��tem anterior, d�andole otros valores a h, de modo que el resultado resultem�as con�able.(12) Las funciones de Bessel Jn se pueden de�nir del siguiente modo:Jn(x) = 1� Z �0 cos(x sen� � n�)d�:y veri�can que jJn(x)j � 1. Se sabe adem�as que Jn+1(x) = 2n=xJn(x) � Jn�1(x).Con los valores estimados J0(1) � 0:7651976865, J1(1) � 0:4400505857 y la recurrenciadada, hacer un programa en Matlab para calcular J2(1), J3(1), : : : ; J10(1). Decidir sila condici�on jJn(x)j � 1 deja de satisfacerse. >Qu�e esta sucediendo?(13) Dada la funci�on � : IR! IR de�nida por�(x) = 1Xk=1 1k(k + x) ;consideramos las siguiente dos maneras de estimar num�ericamente el valor de �(x) paraun x �jo:� sumar los primeros n t�erminos de la serie �(x),� teniendo en cuenta que �(1) = 1, de�nir	(x) = �(x)� �(1) = 1Xk=1( 1k(k + x) � 1k(k + 1)) = 1Xk=1 1� xk(k + 1)(k + x) ;luego expresar �(x) = 1+	(x) y, de este modo, estimar �(x) como 1 m�as la sumade los primeros n t�erminos de la serie 	(x).Predecir cu�al de las dos maneras converge m�as r�apidamente. Luego, hacer unprograma que calcule y gra�que el resultado obtenido con los dos m�etodos propuestospara calcular �(0), con n = 1; : : : ; 100. Comparar con el resultado exacto, que es �26 .(14) Algoritmo para calcular �.Comenzar inicializando las variables a; b; c; d y e del siguiente modo: a = 0, b = 1,c = 1=p2, d = 1=4, e = 1. Luego, iterar n veces en el orden dado las siguientesf�ormulas:a = b; b = b+ c2 ; c = pca; d = d� e(b� a)2; e = 2e:



14 1. PUNTO FLOTANTE Y REDONDEOFinalmente, el valor de � puede estimarse como f = b2=d, o como g = (b+ c)2=(4d).Hacer un programa que calcule los valores de � estimados por f y g cuando n =1; 2; : : : ; 10. >Qu�e estimaci�on converge m�as r�apido? >Cu�an precisos son sus resultados?El valor de � correcto hasta 36 d��gitos es� = 3:14159265358979323846264338327950288



CAP��TULO 2Normas y condicionamiento de una matrizConsideramos el sistema de n ecuaciones con n inc�ognitasAx = bcon A 2 IRn�n, x 2 IRn y b 2 IRn y nos preguntamos cu�anto afectar�a a la soluci�on un erroren el dato b. Para poder dar una respuesta debemos decidir primero c�omo medir el error. Esdecir, necesitamos dar alguna forma de medir vectores de IRn. Una forma posible es utilizar lalongitud o norma eucl��dea del vector, o sea,kxk2 =qx21 + � � �+ x2nPero �esta no es la �unica medida razonable y en muchos casos es conveniente trabajar con otras.Por ejemplo, podemos decir que un vector es \chico" si lo son todas sus componentes y tomarentonces como medida de x la siguiente, llamada \norma in�nito",kxk1 = max1�i�n jxijOtra elecci�on natural es la \norma uno",kxk1 = jx1j+ � � �+ jxnjo m�as en general la \norma p", kxkp = (jx1jp + � � �+ jxnjp) 1pcon 1 � p <1.Todas estas formas de medir resultan equivalentes en el sentido de que, si x es \chico" en unade las normas entonces lo es en cualquier otra, puesto que una norma es mayor que la otra salvouna constante que depende s�olo de n. Por ejemplo, utilizando la desigualdad de Schwartz seobtiene kxk1 � pnkxk2y por otra parte, es f�acil ver que,



16 2. NORMAS Y CONDICIONAMIENTO
kxk2 � kxk1Tambi�en se veri�ca f�acilmente que kxk1 � kxk1 � nkxk1M�as en general, decimos que una norma en IRn es una manera de asignar a cada x un n�umero kxkde tal forma que se veri�quen las siguientes propiedades, an�alogas a las que cumple la longitudusual,1) kxk � 0 8x 2 IRn2) kxk = 0 si y s�olo si x = 0.3) k�xk = j�jkxk 8� 2 IR, 8x 2 IRn4) kx+ yk � kxk+ kyk 8x 2 IRn, 8y 2 IRn (desigualdad triangular)Una vez que sabemos c�omo medir vectores podemos hablar tambi�en de la distancia entre dosvectores x e y la cual est�a dada por kx� yk. En particular, esto permite hablar de convergenciade sucesiones: xn ! x si kx� xnk ! 0.Tanto para medir el error como para analizar la convergencia de una sucesi�on elegiremos lanorma que nos resulte m�as conveniente en cada caso. Esto est�a justi�cado por el hecho deque todas las normas son equivalentes: convergencia en una de ellas implica convergencia encualquier otra. M�as a�un, se tiene el siguiente resultado.Teorema 2.1. Dadas dos normas en IRn, k k y k k0, existen constantes C1 y C2 que dependens�olo de n y de las normas consideradas (en particular, son independientes de x) tales queC1kxk � kxk0 � C2kxk 8x 2 IRnDemostraci�on. Basta ver que una norma cualquiera k k es equivalente a la norma eucl��dea usual,k k2. Sea feig la base can�onica de IRn y de�namos la constante C = (Pni=1 keik2)1=2, la cualdepende s�olo de n y de k k. Utilizando las propiedades de la norma y la desigualdad de Schwartzobtenemos kxk = k nXi=1 xieik � nXi=1 jxijkeik � ( nXi=1 jxij2)1=2( nXi=1 keik2)1=2 = Ckxk2 (2.1)Queremos ver ahora que existe una constante K tal quekxk2 � Kkxk 8x 2 IRn (2.2)



2. NORMAS Y CONDICIONAMIENTO 17Supongamos que una tal K no existe y veamos que se llega a una contradicci�on. En efecto, si(2.2) no se cumple para ning�un K tenemos, en particular, que dado m 2 IN, existe ym 2 IRn talque kymk2 � mkymky llamando xm = ym=kymk2 obtenemos kxmk2 = 1 ykxmk � 1m (2.3)pero, toda sucesi�on acotada en la norma eucl��dea tiene una subsucesi�on convergente. Entoncesexiste una subsucesi�on de (xm), (x0m) tal quekx0m � xk2 ! 0para cierto x 2 IRn. Pero entonces por (2.1), tambi�en vale quekx0m � xk ! 0Por otra parte, por (2.3) tenemos que kx0mk ! 0 y en consecuencia, por unicidad del l��mite,resulta x = 0. Pero observemos �nalmente que, por la desigualdad triangular,���kx0mk2 � kxk2��� � kx0m � xk2y entonces se llega a la contradicci�on 1 = kx0mk2 ! kxk2 = 0, �nalizando la demostraci�on.Ahora s��, estamos en condiciones de abordar el problema de c�omo afecta el error en los datos ala soluci�on de un sistema lineal cuya matriz A es inversible. Si se reemplaza el dato b por b+�b,la soluci�on x del sistema ser�a modi�cada de tal forma que tendremosA(x+�x) = (b+�b)o equivalentemente, A�x = �by nos preguntamos que relaci�on hay entrek�xkkxk y k�bkkbkVeamos primero el siguiente ejemplo simple,� 4:1 2:89:7 6:6 �� x1x2 � = � 4:19:7 �La soluci�on es



18 2. NORMAS Y CONDICIONAMIENTO
x = � 10 �Observemos que kbk1 = 13:8 kxk1 = 1Si modi�camos b poniendo b0 = b+�b = � 4:119:70 �entonces la soluci�on es x0 = x+�x = � 0:340:97 �y se obtiene en consecuencia k�bk1 = 0:01 k�xk1 = 1:63con lo que el error relativo se ampli�c�o mucho, en efecto,k�bk1kbk1 = 0:7246 � 10�3mientras que k�xk1kxk1 = 1:63Nuestro objetivo es tratar de entender a qu�e se debe este comportamiento y poder predecir,dada una matriz A, cu�al ser�a el factor de ampli�caci�on del error relativo o, al menos, dar unacota de �este en t�erminos de A.Analicemos primero el caso de una matriz diagonal.� �1 00 �2 �� x1x2 � = � b1b2 �La soluci�on es (si �1; �2 6= 0) x1 = b1�1 x2 = b2�2Por ejemplo, si A = � 1000 00 1100 �entonces,



2. NORMAS Y CONDICIONAMIENTO 19
x1 = b11000 x2 = 100b2Si ponemos b0 = b+�b con �b = � 0�b2 � b = � b10 �entonces, x1 = b11000 �x2 = 100�b2obteni�endose 105 k�bk2kbk2 = k�xk2kxk2es decir que el error relativo se multiplic�o por 105.Si en cambio elegimos �b = � �b10 � b = � 0b2 �tenemos entonces, �x1 = 11000�b1 x2 = 100b2y en consecuencia, 1105 k�bk2kbk2 = k�xk2kxk2o sea que en este caso el error relativo se redujo en un factor 105. En general, para una matrizdiagonal A = � �1 00 �2 �con j�1j > j�2j, el error relativo puede multiplicarse porj�1jj�2jen el peor de los casos y por



20 2. NORMAS Y CONDICIONAMIENTOj�2jj�1jen el mejor de los casos.En general, el error tendr�a componentes en cualquier direcci�on por lo que es de esperar que sij�1jj�2j es grande los errores relativos se ampli�quen.El mismo an�alisis puede hacerse en IRn. Si A es una matriz diagonalA = 0@ �1 � � � 0� � �0 � � � �N 1Ael error relativo se puede ampli�car, a lo sumo, por un factorj�maxjj�minjsiendo �max y �min los de m�aximo y m��nimo valor absoluto entre los �j (observemos que �min 6= 0pues estamos suponiendo que A es inversible). Este cociente se llama n�umero de condici�on o decondicionamiento de A en la norma k k2 y lo denotaremos Cond2(A).Ahora veamos c�omo de�nir el n�umero de condici�on para una matriz A arbitraria. Comencemospor el caso en que A sea sim�etrica, es decir aij = aji. En este caso A se puede diagonalizar,es decir, existe una base de autovectores fv1; : : : ; vng. Adem�as, por ser A sim�etrica podemosconsiderar que la base es ortonormal. Entonces, si Ax = b , A(x+�x) = b+�b yx = nXi=1 �ivi �x = nXi=1 �ivitenemos, kxk22 = nXi=1 �2i k�xk22 = nXi=1 �2iy adem�as, si llamamos �i al autovalor correspondiente a vi,b = nXi=1 �i�ivi �b = nXi=1 �i�iviy en consecuencia, kbk22 = nXi=1 �2i �2i k�bk22 = nXi=1 �2i �2iEntonces, si �max y �min son los autovalores de m�aximo y m��nimo valor absoluto respectivamente,obtenemos



2. NORMAS Y CONDICIONAMIENTO 21k�xk22kxk22 = Pni=1 �2iPni=1 �2i � 1=j�minj21=j�maxj2 k�bk22kbk22o sea k�xk2kxk2 � j�maxjj�minj k�bk2kbk2es decir que el n�umero Cond2(A) = j�maxjj�minj es una cota para el factor de ampli�caci�on del errorrelativo. M�as a�un, esta cota es la mejor posible pues la desigualdad se convierte en una igualdadpara cierta elecci�on de b y �b (b en la direcci�on correspondiente al m�aximo autovalor y �b enla correspondiente al m��nimo).Para generalizar el n�umero de condici�on a cualquier matriz observemos que, en el caso de unasim�etrica, la direcci�on correspondiente al autovalor de m�aximo valor absoluto nos da la direcci�onde \m�axima expansi�on", es decir, si miramos el cociente entre la longitud de Ax y la de xkAxk2kxk2�este ser�a m�aximo entre todos los x cuando x est�a en la direcci�on correspondiente a �max. Enefecto, si escribimos x en la base de autovectores fv1; : : : ; vngx = nXi=1 �ivientonces, Ax = nXi=1 �i�iviy de ac�a resulta que kAxk2 � j�maxjkxk2y tomando x = vj con �j = �max se ve que se veri�ca la igualdad.An�alogamente, la direcci�on de \m��nima expansi�on" corresponde a la asociada a �min, la cualcorresponde tambi�en a la de \m�axima expansi�on" de la inversa de A.El an�alisis realizado para matrices sim�etricas nos muestra que el factor de ampli�caci�on del errorrelativo est�a relacionado con los m�aximos factores de expansi�on de A y de su inversa. Teniendoen cuenta esto, de�nimos para una matriz arbitraria A 2 IRn�n y una norma de vectores k kcualquiera, la norma matricial asociada como
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kAk = max06=x2IRn kAxkkxkEs decir, la norma de A nos da lo m�aximo que \agranda" el multiplicar por A medido en lanorma de vectores dada. Es f�acil ver quekAk = maxkxk=1 kAxky en particular, esto muestra que el m�aximo existe, o sea que la norma esta bien de�nida (kAxkes una funci�on continua de x y por lo tanto, alcanza su m�aximo en el conjunto de vectores denorma igual a uno pues �este es cerrado y acotado).De la de�nici�on se desprende la siguiente desigualdad que usaremos frecuentemente,kAxk � kAkkxk 8x 2 IRnvaliendo la igualdad para alg�un x. Tambi�en es f�acil ver quekABk � kAkkBk 8A 2 IRn�n ;8B 2 IRn�n (2.4)Por otra parte puede veri�carse que kAk es la menor entre todas las constantes C para las cualesvale la desigualdad kAxk � Ckxk 8x 2 IRnsiendo �esta otra forma usual de de�nir la norma matricial.Como ejemplo tenemos que, por lo visto antes, si A es sim�etrica entonceskAk2 = j�maxjdonde el sub��ndice 2 nos indica c�ual es la norma de vectores correspondiente.An�alogamente tenemos que para A inversible y sim�etricakA�1k2 = 1j�minjy por lo tanto, kAk2kA�1k2 = j�maxjj�minjEn general introducimos entonces la siguiente



2. NORMAS Y CONDICIONAMIENTO 23Definici�on 2.2. Sea A 2 IRn�n una matriz inversible y sea k k una norma en IRn de�nimos eln�umero de condici�on de A como Cond(A) = kAkkA�1kEs claro que Cond(A) depende de la norma de vectores elegida.Es f�acil ver que valen las siguientes propiedades,Cond(A) = Cond(A�1)y Cond(A) � 1 8A 2 IRn�nEn efecto, la primera es obvia mientras que, para ver la segunda, utilizamos la propiedad (2.4)y obtenemos 1 = kIk = kAA�1k � kAkkA�1k = Cond(A)Podemos ahora probar el siguiente resultado fundamentalTeorema 2.3. Si A 2 IRn�n es inversible, b; �b 2 IRn, Ax = b y A(x+�x) = b+�b entonces,k�xkkxk � Cond(A)k�bkkbk (2.5)valiendo la igualdad para alguna elecci�on de b y �b.Adem�as, 1Cond(A) k�bkkbk � k�xkkxk (2.6)y nuevamente, vale la igualdad para ciertos b y �b.Demostraci�on. Se tiene que A(�x) = �by entonces, k�xkkxk � kA�1kk�bkkxk = kA�1kk�bkkbk kbkkxk � kA�1kk�bkkbk kAkdonde para la �ultima desigualdad hemos usado que kbk = kAxk � kAkkxk. Por lo tanto (2.5)vale.



24 2. NORMAS Y CONDICIONAMIENTOObservemos adem�as que si elegimos �b tal que k�xk = kA�1�bk = kA�1kk�bk, x tal quekAxk = kAkkxk (lo que siempre se puede por la de�nici�on de la norma matricial) y b = Axresulta la igualdad en (2.5).Ahora, para ver la desigualdad (2.6) observemos que �esta puede escribirse comok�bkkbk � Cond(A)k�xkkxkla cual, teniendo en cuenta que Cond(A) = Cond(A�1), es exactamente la desigualdad (2.5)aplicada a A�1 con lo que el teorema est�a demostrado.Veamos ahora que el n�umero de condici�on tambi�en tiene que ver con la propagaci�on del errorque se cometa en los coe�cientes del sistema. Como veremos m�as adelante, el teorema siguientees tambi�en de suma importancia en el an�alisis del error de redondeo en la eliminaci�on de Gauss.Teorema 2.4. Si A 2 IRn�n es inversible, E 2 IRn�n, b 2 IRn, Ax = b y (A+E)(x +�x) = bentonces, llamando ~x = x+�x tenemosk�xkk~xk � Cond(A)kEkkAk (2.7)y si Cond(A)kEkkAk � � < 1entonces, k�xkkxk � 11� �Cond(A)kEkkAk (2.8)Demostraci�on. Tenemos Ax = b A~x = b�E~xy entonces, �E~x = A�xpor lo que concluimos quek�xk � kA�1kkEkk~xk � Cond(A)kEkkAkk~xklo que prueba (2.7).



2. NORMAS Y CONDICIONAMIENTO 25Ahora observemos que k~xkkxk = kx+�xkkxk � kxk+ k�xkkxk = 1 + k�xkkxklo cual, junto con la desigualdad anterior implica quek�xkkxk � Cond(A)kEkkAk �1 + k�xkkxk � � Cond(A)kEkkAk + �k�xkkxklo que concluye la demostraci�on de (2.8).Veamos ahora c�omo calcular algunas normas matriciales. Dada A 2 IRn�n se llama radioespectral de A a �(A) = j�maxjsiendo �max el de m�aximo valor absoluto entre todos los autovalores de A, incluyendo los com-plejos.Ya vimos que si A es sim�etrica entonces, kAk2 = �(A)En general, para A 2 IRn�n arbitraria se tienekAk2 =q�(ATA)donde AT es la matriz traspuesta de A. En efecto, como ATA es sim�etrica, existe una baseortonormal de autovectores fvjg. Llamando �j a los autovalores correspondientes tenemosATAvj = �jvj j = 1; : : : ; ny si x = Pni=1 �ivi entonces, por la ortonormalidad de los vj resulta kxk22 = Pni=1 �2j y enconsecuencia, teniendo en cuenta que ATAx =Pni=1 �j�jvj, se tiene que para todo x 2 IRnkAxk22kxk22 = xTATAxkxk22 = Pni=1 �2j�jPni=1 �2j � �(ATA)es decir que kAk2 �q�(ATA)y tomando x = vj con �j = �max se ve que vale la igualdad.



26 2. NORMAS Y CONDICIONAMIENTOEl c�alculo de la norma 2 de una matriz involucra el c�alculo de autovalores, el cual es un problemacomplicado. Sin embargo, otras normas son mucho m�as f�aciles de calcular. Por ejemplo, se tieneque kAk1 = max1�i�n nXj=1 jaij jPara ver esto observemos primero que, para todo x 2 IRn valekAxk1 = max1�i�n j NXj=1 aijxj j� kxk1 max1�i�n NXj=1 jaijjy entonces, kAk1 � max1�i�n nXj=1 jaij jPara ver que vale la otra desigualdad, sea k tal que Pnj=1 jakjj es m�axima y tomemosx = 0BB@ sg(ak1)sg(ak2)� � �sg(akn) 1CCAdonde sg(a) = 1 si a � 0 y sg(a) = �1 si a < 0. Entonces,(Ax)k = nXj=1 jakj jy en particular, kAxk1 �Pnj=1 jakjj y como kxk1 = 1 obtenemoskAxk1kxk1 � nXj=1 jakjjy concluimos que kAk1 � max1�i�n nXj=1 jaij jDe manera similar puede verse, aunque no lo haremos aqu��, que



2. NORMAS Y CONDICIONAMIENTO 27
kAk1 = max1�j�n nXi=1 jaij jHemos visto que el n�umero Cond(A) nos da una medida de cu�an mala es una matriz en cuantoa la propagaci�on de los errores relativos. Si este n�umero es grande se dice que la matriz est�a\mal condicionada".Si A es una matriz singular y, para cierto b, el sistema Ax = b tiene alguna soluci�on, entoncestendr�a in�nitas y �estas formar�an una variedad lineal de IRn. Es decir que sin cambiar nadab se pueden obtener soluciones tan distantes como se quiera. En otras palabras, en este casotendr��amos �b = 0 mientras que �x ser��a arbitrariamente grande.En consecuencia, es natural esperar que el n�umero Cond(A) nos de una medida de cu�an cercaest�a A de ser singular. Esto es efectivamente as�� y lo formalizaremos en el pr�oximo teorema.Pero antes veamos algunos ejemplos. Sea " � 0 entonces la matrizA = � 1 1 + "1� " 1 �est�a cerca de la matriz singular B = � 1 11 1 �y en este caso A�1 = "�2� 1 �1� "�1 + " 1 �entonces, kAk1 = 2 + " kA�1k1 = (2 + ")"�2y en consecuencia, Cond1(A) = �2 + "" �2 > 4"2Es importante recalcar que esta \distancia a las matrices singulares" debe entenderse en formarelativa al tama~no de A. En este ejemplo tenemos no s�olo que kA�Bk1 es chica sino que lo esen relaci�on con kAk1. En efecto, kA�Bk1kAk1 = "2 + " < "2



28 2. NORMAS Y CONDICIONAMIENTOEn particular, estar \cerca" de ser singular no tiene nada que ver con el tama~no del determinante.Para aclarar esto veamos algunos casos simples. Por ejemplo, si " � 0, la matrizA = � " 00 " �tiene determinante muy peque~no pero es una matriz buen��sima en cuanto a la propagaci�on deerrores relativos pues Cond(A) = 1.En cambio, A = � 1 00 1" �tiene determinante grande pero, en las normas 2, 1 o 1, Cond(A) = 1="Damos ahora el resultado que relaciona el n�umero de condici�on de una matriz con su distanciarelativa a las matrices singulares.Teorema 2.5. Dadas A 2 IRn�n inversible y una norma de vectores cualquiera se tiene1Cond(A) = infB singular kA�BkkAkDemostraci�on. Sea B 2 IRn�n una matriz singular y tomemos x 6= 0 tal que Bx = 0. Entonces,kxk = kA�1(A�B)xk � kA�1kkA�Bkkxky en consecuencia, 1 � kA�1kkA �Bklo cual muestra que 1Cond(A) � kA�BkkAk 8B 2 IRn�n singular (2.9)Entonces, para concluir el teorema, falta ver que hay una B singular para la cual vale la igualdaden (2.9). Para esto, sean y tal que kA�1yk = kA�1kkyk y x tal que Ax = y. Como y puedetomarse con norma arbitraria, lo elegimos de tal forma que kyk = 1=kA�1k y en consecuenciakxk = 1.Sea ahora z un vector tal que zTx = 1 (2.10)



1. EJERCICIOS 29y zTu � 1 8u 2 IRn tal que kuk = 1 (2.11)La existencia de un tal z es la parte m�as t�ecnica de la demostraci�on y omitiremos la escrituraformal. Sin embargo, observemos que es intuitivamente claro si analizamos el signi�cado ge-om�etrico: los u que veri�can la ecuaci�on zTu = 1 forman un hiperplano (es decir, una variedadlineal de dimensi�on n� 1). Por lo tanto, que haya un z veri�cando (2.10) y (2.11) signi�ca quehay un hiperplano que pasa por x y que deja a la bola unitaria B1 = fu 2 IRn : kuk � 1g de unlado. La existencia de tal hiperplano es clara si se tiene en cuenta que, para toda norma, B1 esun conjunto convexo y que x est�a en el borde de �este. Observemos tambi�en que, en el caso dela norma k k2, se tiene que z = x.De�namos ahora B = A� yzT y veamos que esta matriz es singular y cumple con la igualdadque quer��amos. En efecto, Bx = Ax� yzTx = y � y = 0y por lo tanto, B es singular.Por otra parte, kA � Bk = kyzT k, pero por (2.11) tenemos que jzTuj � 1 para todo u tal quekuk = 1 puesto que, si zTu < 0 entonces, jzTuj = �zTu = zT (�u) � 1 ya que k � uk = 1.Entonces, kyzTuk = kykjzTuj � 1kA�1k 8u 2 IRn tal que kuk = 1y por lo tanto, kA�Bk � 1kA�1klo que concluye la demostraci�on. 1. Ejercicios(1) Calcular la norma 2 de la matriz A = � 3 04 5 � :(2) Se quiere estimar la norma 2 de una matriz A 2 IR3�3 como el m�aximo del valorkAxk2=kxk2 entre varios vectores x 2 IR3 no nulos generados al azar. Hacer un progra-ma que pida el ingreso de una matriz A y luego� genere los primeros 100 t�erminos de la siguiente sucesi�on:s1 = 0; sk+1 = maxnsk; kAxkk2kxkk2 odonde los xk 2 IR3 son vectores no nulos generados al azar cuyas coordenadasest�en el intervalo [�1; 1].



30 2. NORMAS Y CONDICIONAMIENTO� gra�que la sucesi�on calculada, junto con el valor exacto de la norma de la matriz.Recordar que tanto la norma de un vector como de una matriz se calculan en Matlabcon el comando norm. Tener en cuenta que los vectores generados al azar (comandorand) tienen coordenadas en el intervalo [0; 1]. Chequear, adem�as, que estos vectoresgenerados resulten no nulos.(3) Sea A =0@ 3 0 00 54 340 34 54 1A. Calcular cond2(A) y cond1(A).(4) Probar que si A 2 IRn�n es una matriz inversible y k k es una norma matricial, lacondici�on de A veri�ca la desigualdad:1cond(A) � inf �kA�BkkAk : B es singular�Nota: M�as a�un, vale la igualdad, pero la otra desigualdad es un poco m�as compli-cada de probar. De dicha igualdad se puede concluir que cond(A) mide la distanciarelativa de A a la matriz singular m�as pr�oxima.(5) (a) Mostrar que cond1(A)!1 cuando "! 0 para(i) A = 0@ 1 1 11 " "21 0 0 1A ; (ii) B = 0@ 1 0 1 + "2 3 41� " 0 1 1A :(b) Concluir que la condici�on de las matrices A y B del ��tem anterior tienden a in�nito,cualquiera sea la norma considerada.(6) Sea A la matriz del ejercicio 3. Se quiere resolver el sistema Ax = b para un valorde b 6= 0 que se conoce con una precisi�on mayor que 10�3; es decir, se conoce el valorconjunto de b+�b y se sabe que el error relativo k�bk2kbk2 < 10�3.(a) Estimar el error relativo de la soluci�on hallada ~x = x+�x.(b) Encuentre un ejemplo para b y �b 6= 0 de modo que k�xk2kxk2 sea exactamentecond2(A)k�bk2kbk2 .(7) Sea x la soluci�on exacta al sistema Ax = b y ~x la soluci�on obtenida num�ericamente. Sellama \vector residual" a r := b�A~x. Si e = x� ~x se tiene Ae = r. Mostrar que:1cond(A) krkkbk � kekkxk � cond(A)krkkbk :Concluir que para una matriz mal condicionada los m�etodos num�ericos no aseguranbuena aproximaci�on.(8) Para cada n 2 IN, se de�nen An = � 1 22 4 + 1n2 �, bn = (1; 2� 1n2 ) y se quiere resolverel sistema Anx = bn. Utilizando cierto m�etodo num�erico se obtiene como resultado elvector (1; 0).(a) Calcular el vector residual producido por esta soluci�on tentativa. >Puede decirseque para n grande la soluci�on es razonablemente con�able?(b) Resolver Anx = bn en forma exacta, calcular cond1(An) y veri�car la cota de errordel ejercicio 7.



1. EJERCICIOS 31(9) Sea Dn la matriz diagonal de n� n con elementos diagonales iguales a 1/10. Calcularel determinante de Dn y ver que det(Dn)! 0 si n!1. >Dn est�a mal condicionada?(10) (a) Escribir un programa en Matlab que resuelva un sistema Ax = b, A 2 IRn�nusando eliminaci�on gaussiana sin pivoteo.(b) Adaptar el programa del ��tem anterior para que calcule la matriz A�1.(11) Para cada n 2 IN, se quiere calcular la soluci�on del sistema lineal:10�nx+ 2y = 8x+ y = 2utilizando eliminaci�on gaussiana sin pivoteo, con aritm�etica de punto 
otante de 3d��gitos y sistema de redondeo.(a) Para n = 2 y n = 3, analizar si el resultado di�ere signi�cativamente de la soluci�onreal.(b) Para n = 3, repetir el m�etodo de eliminaci�on gaussiana eligiendo el pivote m�asconveniente.



32 2. NORMAS Y CONDICIONAMIENTO
(12) Obtener la descomposici�on LU de la matriz 0BB@ 2 4 �1 04 10 �1 �16 10 �7 10 2 1 �2 1CCA de las siguientes dosmaneras:(a) mediante el algoritmo de eliminaci�on gaussiana,(b) despejando los coe�cientes de L y U en forma ordenada.(13) Sea A 2 IRn�n una matriz que admite descomposici�on LU .(a) Estimar cu�antas operaciones se necesitan para calcular esta descomposici�on de A,despejando los coe�cientes de L y U .(b) Se quiere calcular el determinante de A. Para n � 2, mostrar que si esto se hacemediante el desarrollo sucesivo por alguna �la o columna, entonces se requierenm�as de n! operaciones. Estimar cu�antas operaciones se necesitan para calcularlosi se utiliza la descomposici�on LU .(14) Demostrar que si todos los menores principales de una matriz A 2 IRn�n son no singu-lares, entonces �esta admite descomposici�on LU .(15) Probar que la matriz no singular:0@ 0 0 11 0 00 1 0 1Ano tiene una descomposici�on LU , mientras que la matriz singular A� I s�� la tiene. Darla matriz de permutaciones P tal que PA tenga una factorizaci�on LU .(16) Considerar el algoritmo de eliminaci�on gaussiana sin pivoteo aplicado a un sistemaAx = b donde A 2 IRn�n es una matriz tridiagonal. Demostrar que si A es adem�asestrictamente diagonal dominante, entonces durante la ejecuci�on del algoritmo no seencuentra ning�un pivote nulo. (Ayuda: demostrar que si A es estrictamente diagonaldominante, entonces luego de hacer cada etapa de la eliminaci�on la matriz resultantetambi�en lo es.)(17) Sea A 2 IRn�n una matriz tridiagonal tal que en el proceso de eliminaci�on gaussianano se encuentra ning�un pivote nulo. Demostrar que A admite descomposici�on LU conL y U tambi�en tridiagonales.(18) Adaptar el programa del ejercicio 10 para que resuelva un sistema de ecuaciones Ax = b,donde A 2 IRn�n es una matriz tridiagonal. Utilizar el comando 
ops de Matlab paraconocer la cantidad de operaciones efectuadas y comparar con las que se requieren alresolver el mismo sistema utilizando los comandos inv y n, que no est�an especialmentepensados para matrices tridiagonales.



1. EJERCICIOS 33(19) La n-�esima matriz de Hilbert Hn 2 IRn�n; se de�ne de la siguiente manera(Hn)i;j = 1i+ j � 1 :Estas matrices son un ejemplo de matrices mal condicionadas y por tal motivo se lasutiliza habitualmente para testear rutinas num�ericas.(a) Demostrar que cond1(Hn) � n2.(b) Utilizar su programa del ejercicio 10 para calcular la inversa de la matriz de HilbertH9. Veri�car su resultado calculando los productos H9H�19 y H�19 H9. Compararcon el resultado obtenido mediante el comando inv.Nota: En realidad, cond1(Hn) es mucho mayor que n2. Estas matrices puedenobtenerse en Matlab mediante el comando hilb(n) y su condici�on in�nito puede calcu-larse con el comando cond.(20) Considerar el sistema de ecuaciones lineales Ax = b, con
A =

0BBBBBBBBBBBBBB@
1 2 3 4 5 6 7 8 9 102 1 0 0 0 0 0 0 0 03 0 1 0 0 0 0 0 0 04 0 0 1 0 0 0 0 0 05 0 0 0 1 0 0 0 0 06 0 0 0 0 1 0 0 0 07 0 0 0 0 0 1 0 0 08 0 0 0 0 0 0 1 0 09 0 0 0 0 0 0 0 1 010 0 0 0 0 0 0 0 0 1

1CCCCCCCCCCCCCCA :
Utilizando el comando lu de Matlab, veri�car que la eliminaci�on gaussiana puede crearelementos no nulos en lugares donde inicialmente hab��a ceros (es decir, se produce unamatriz densa a pesar de partir de una matriz rala). En muchas aplicaciones, uno deberesolver un sistema de ecuaciones lineales del orden de 104 � 104 donde hay a lo sumo5 elementos no nulos por �la. Es decir, hay a lo sumo 5� 104 elementos no nulos en lamatriz, cifra bastante inferior a la cantidad total de elementos. Calcular qu�e cantidadde bytes (2 bytes por elemento) ocupar��a una matriz densa de esas dimensiones. Estetipo de situaci�on motiva el estudio de m�etodos de resoluci�on de sistemas con matricesralas que no involucren un llenado excesivo.(21) Utilizar el Teorema de Cholesky para demostrar que las siguientes propiedades de unamatriz son equivalentes:� A es sim�etrica y de�nida positiva� hay un conjunto de vectores linealmente independientes x1; x2; � � � ; xn de IRn, talesque aij = (xi)txj.(22) Considerar la matriz 0@ 4 2 �22 5 5�2 5 11 1A :Mostrar que es de�nida positiva y calcular su descomposici�on de Cholesky.(23) Estimar cu�antas operaciones se requieren para hallar la descomposici�on de Cholesky deuna matriz sim�etrica y de�nida positiva A 2 IRn�n.





CAP��TULO 3Resoluci�on de sistemas linealesEl objetivo de este cap��tulo es estudiar diferentes formas de resolver un sistema lineal de necuaciones con n inc�ognitas. Para dar soluci�on a este problema se pueden emplear dos grandessubclases de m�etodos; los directos y los iterados. Dentro de los m�etodos de c�alculo directo se en-cuentran el de triangulaci�on de Gauss, el de descomposici�on LU y el m�etodo de Cholesky. Entrelos m�etodos iterativos m�as usuales encontramos el de Jacobi, Gauss-Seidel y el de relajaci�on.1. M�etodos directos1.1. Triangulaci�on de Gauss y descomposici�on LU. El proceso de triangulaci�on deGauss puede verse como el resultado que se obtiene de multiplicar por matrices de la siguienteforma,Primer paso: Multiplicar por
L1 = 0BBB@ 1 0 � � � 0m21 1 � � � 0... . . . ...mN1 0 � � � 1 1CCCAcon mi1 = � ai1a11Entonces L1A tendr�a la formaL1A = 0BBB@ a11 a12 � � � a1N0 a122 � � � a12N... . . . ...0 a1N2 � � � a1NN 1CCCASegundo paso: Multiplicar por



36 3. RESOLUCI�ON DE SISTEMAS LINEALES
L2 = 0BBBBB@ 1 0 � � � 00 1 � � � 00 m32 � � � 0... . . . ...0 mN2 � � � 1

1CCCCCAy nos queda L2L1A =0BBB@ a11 a12 � � � a1N0 a222 � � � a22N... . . . ...0 0 � � � a2NN 1CCCAAs�� sucesivamente hasta llegar a una matriz triangular superiorLN�1LN�2 � � �L2L1A = U = 0BBB@ u11 u12 � � � u1N0 u22 � � � u2N... . . . ...0 0 � � � uNN 1CCCA :Es f�acil ver que la inversa de L1 viene dada por(L1)�1 = 0BBB@ 1 0 � � � 0�m21 1 � � � 0... . . . ...�mN1 0 � � � 1 1CCCAy, en general, L�1j es como Lj pero cambiando los signos de los mji.Entonces podemos escribir A como sigue,A = L�11 L�12 � � �L�1N�1U;adem�as, observemos que la matriz L = L�11 L�12 � � �L�1N�1 es de la formaL = L�11 L�12 � � �L�1N�1 = 0BBB@ 1 0 � � � 0�m21 1 � � � 0... . . . ...�mN1 �mN2 � � � 1 1CCCAAs�� hemos demostrado el siguiente teorema,



1. M�ETODOS DIRECTOS 37Teorema 3.1. Si no hace falta intercambiar �las en la eliminaci�on de Gauss se obtieneA = LUdonde U es triangular superior y L es triangular inferior con 1 en la diagonal.Adem�as tenemos el siguiente corolario.Corolario 3.2. det(A) = det(U):En el caso general, si hace falta cambiar �las, se tienePA = LUcon P una matriz de permutaciones.1.2. Descomposici�on de Cholesky. En el caso en que A 2 IRN�N es de�nida positiva ysim�etrica una descomposici�on L�U (con U = LT ) puede obtenerse m�as e�cientemente medianteel m�etodo de Cholesky.Definici�on 3.3. A 2 IRN�N se dice de�nida positiva sihx;Axi > 0 8x 6= 0Observemos que si A = LLT con L una matriz inversible, entonces(1) A es sim�etrica.(2) A es de�nida positiva pues hx;Axi = kLTxk22 > 0; 8x 6= 0:En consecuencia, para que A pueda escribirse como LLT con L inversible es necesario que A seasim�etrica y de�nida positiva.Ahora, para lograr una descomposici�on de la forma LLT , analicemos primero el caso simple,A 2 IR3�3. Planteamos A = LLT y nos quedaA = 0@ l11 0 0l21 l22 0l31 l32 l33 1A0@ l11 l21 l310 l22 l320 0 l33 1AEntonces, despejando los coe�cientes, se obtienea11 = l211 l11 = pa11a12 = l11l21 l21 = a12l11etc.



38 3. RESOLUCI�ON DE SISTEMAS LINEALESAhora veamos algunas propiedades que nos ser�an muy �utiles. En el caso general en que A 2IRN�N sea sim�etrica (i.e. A = AT ) y de�nida positiva se tienen las siguientes propiedades,(1) aii > 0 para cualquier i = 1; : : : ; N , pues0 < hei; Aeii = aii(2) Los menores principales sj son positivos (este es un resultado conocido de �AlgebraLineal).Ahora observamos que lo que hicimos en 3� 3 se puede hacer en N �N , es decir,A = LLTsi y s�olo si aik = kXj=1 lijlkj:Es decir, aik = k�1Xj=1 lijlkj + liklkk:Entonces, despejando, lik = �aik �Pk�1j=1 lijlkj�lkk i > k:Adem�as akk = kXj=1 l2kj = k�1Xj=1 l2kj + l2kky entonces lkk =vuuut0@akk � k�1Xj=1 l2kj1AObtenemos, de esta manera, una forma recursiva para el c�alculo de los elementos lij.



1. M�ETODOS DIRECTOS 39Para k = 1; 2; : : : ; N hacemos8>>>>><>>>>>: l11 ! l21 � � � lN1l22 ! l32 � � � lN2... ...lN�1N�1 ! lNN�1lNNPara que el algoritmo de Cholesky est�e bien de�nido necesitamos ver que el argumento de lara��z cuadrada involucrada en el c�alculo de lkk sea positivo; es decir,akk � k�1Xj=1 l2kj > 0:Veamos que esto es una consecuencia de ser A de�nida positiva. Lo hacemos por inducci�on.El a11 es positivo, entonces existe l11 positivo tal que l211 = a11. Supongamos que llegamos hastael paso k, es decir l11; l22; : : : ; lk�1k�1son todos n�umeros reales positivos y supongamos queakk � k�1Xj=1 l2kj � 0:Entonces lkk =vuuut0@akk � k�1Xj=1 l2kj1A = 0 �o es un n�umero en C:Pero si llamamos Ak al menor principal de A y Lk al menor principal de L, las matrices que seobtienen son de tama~no k � kAk = 0B@ a11 � � � a1k... . . . ...ak1 � � � akk 1CA y Lk = 0B@ l11 � � � l1k... . . . ...lk1 � � � lkk 1CAy resulta f�acil ver que Ak = LkLTk :Entonces 0 < det(Ak) = (det(Lk))2 = l211 � � � l2k�1k�1l2kk;



40 3. RESOLUCI�ON DE SISTEMAS LINEALEScomo los primeros factores son positivos el �ultimo, l2kk debe tambi�en ser positivo, absurdo.Para terminar, hagamos las siguientes observaciones, el algoritmo de Cholesky es m�as conve-niente que el de Gauss (L� U) porque,(1) El n�umero de operaciones es O(N3=6) (en lugar de O(N3=3)).(2) Es estable, sin necesidad de \pivoteo". Los lij no crecen respecto de A puesakk = kXj=1 l2kjimplica que jlkj j � pakk2. M�etodos iterativosEstos m�etodos convienen en general para matrices ralas (i.e. con muchos ceros). Este tipo dematrices aparecen, por ejemplo, cuando se discretizan ecuaciones diferenciales.Como antes el objetivo es resolver Ax = bcon A una matriz inversible.Los m�etodos iterativos generan una sucesi�onx0 ! x1 ! x2 ! � � �donde xk+1 se calcula a partir de xk.2.1. M�etodo de Jacobi. Empecemos con un ejemplo para ver c�omo funciona el m�etodode Jacobi, � 4x1 + x2 = 5x1 + 4x2 = 5La soluci�on es x = � 11 �y llamaremos b = � 55 �El m�etodo de Jacobi calcula xk+1 a partir de xk de la siguiente forma



2. M�ETODOS ITERATIVOS 41� 4xk+11 = 5� xk24xk+12 = 5� xk1Es decir xk+1 = � 0 �14�14 0 �xk + b4 :Entonces si empezamos con x0 = (0; 0), tenemosx0 = 0@ 00 1A! x1 = 0@ 5454 1A! x2 = 0@ 15161516 1A! � � �Convergencia y estimaci�on del errorEn forma matricial la iteraci�on de Jacobi se escribe comoxk+1 = Bxk + c:Por otro lado la soluci�on exacta, x, cumple quex = Bx+ c;entonces el error ek = xk � x veri�ca ek+1 = Beky entonces, iterando esta �ultima igualdad,ek = Bke0:En nuestro ejemplo observamos que kBk1 = 14y entonces kBkk1 � kBkk1 � (14)k ! 0 k !1:De esto concluimos que kekk1 � �14�k ke0k1 ! 0es decir la iteraci�on converge cualquiera sea el dato inicial x0.Por supuesto, esto no es cierto en general. La convergencia depende de c�omo sea la matriz B.Si kBk < 1 para alguna norma asociada a una norma de vectores entonces el m�etodo converger�acualquiera sea la condici�on inicial y si no no.En el caso general, A 2 IRN�N supongamos aii 6= 0; 8i (si A es inversible esto se puede obtenerreordenando). Despejamos xi de la i��esima ecuaci�on, para i = 1; : : : ; N tenemosxk+1i = �bi �Pi�1j=1 aijxkj �PNj=i+1 aijxkj�aii



42 3. RESOLUCI�ON DE SISTEMAS LINEALESResulta natural utilizar las componentes ya calculadas xk+11 ; : : : ; xk+1i�1 para calcular la nuevaaproximaci�on xk+1i , resultando el m�etodo de Gauss-Seidel.2.2. M�etodo de Gauss-Seidel. Para i = 1; : : : ; N ;xk+1i = �bi �Pi�1j=1 aijxk+1j �PNj=i+1 aijxkj�aiiEscritura matricial de la iteraci�on EscribimosA = D + L+ UA = 0B@ a11 � � � 0. . .0 � � � aNN 1CA+0B@ 0 � � � 0... . . . ...aN1 � � � 0 1CA+0B@ 0 � � � a1N... . . . ...0 � � � 0 1CAEntonces Ax = bsi y s�olo si Dx = �(L+ U)x+ bTanto el m�etodo de Jacobi como el de Gauss-Seidel pueden escribirse en la formaxk+1 = Bxk + c:(1) Jacobi xk+1 = �D�1(L+ U)xk +D�1b(2) Gauss-Seidel xk+1 = �(D + L)�1Uxk + (D + L)�1bSi escribimos ek = xk � x y usamos que la soluci�on exacta x cumplex = �D�1(L+ U)x+D�1by x = �(D + L)�1Ux+ (D + L)�1brespectivamente, tenemos ek+1 = �D�1(L+ U)ek = BJekek+1 = �(D + L)�1Uek = BGSekEn general, si la iteraci�on est�a dada por una matriz B, o sea,ek+1 = Bektenemos ek = Bke0



2. M�ETODOS ITERATIVOS 43Entonces si queremos que ek ! 0 para todo dato inicial, es necesario que Bk ! 0. El siguienteobjetivo es dar una caracterizaci�on de las matrices con esta propiedad.En el ejemplo dedujimos que Bk ! 0 del hecho de que kBk < 1. Sin embargo kBk1 podr��a sergrande y Bk ! 0. Por ejemplo B = � 12 10000 12 �Observemos que kBk1 = 1000:5. Sin embargo Bk ! 0. En efecto B = 12 � 1 20000 1 �.En general las matrices de la forma C = � 1 a0 1 � veri�can que Ck = � 1 ka0 1 �Entonces Bk = (12)k � 1 k20000 1 �y se tiene que (Bk)ij ! 0, 8i; j y esto implica que Bk ! 0.Vale destacar que para que Bk ! 0 basta que exista alguna norma tal que kBk < 1.El segundo ejemplo trata el caso en que A es sim�etrica. En este caso se puede diagonalizar, esdecir, existe S tal que SAS�1 = 0B@ �1 � � � 0. . .0 � � � �N 1CAcon �i los autovalores de A. En este casoAk = S�10B@ �k1 � � � 0. . .0 � � � �kN 1CASy se tiene que Ak ! 0si y s�olo si maxi j�ij = �(A) < 1Esto es cierto en general, pero si A no es diagonalizable es m�as dif��cil de probar.En el caso en que A es sim�etrica se tiene �(A) = kAk2entonces, si �(A) < 1 se tiene que kAk2 < 1 y entonces Ak ! 0.En general vale que, �(A) � kAk para cualquier norma



44 3. RESOLUCI�ON DE SISTEMAS LINEALESy aunque �(A) no es una norma, se tieneTeorema 3.4. �(A) = infk k kAkO sea 8" > 0 existe una norma tal que�(A) � kAk � �(A) + ":Demostraci�on. Primero veamos que �(A) � kAk:Observamos que kAk en IR es igual a kAk en C (ejercicio).Sea x tal que Ax = �maxx x 6= 0entonces j�maxjkxk = kAxk � kAkkxky as�� j�maxj = �(A) � kAkAhora veamos que dado " > 0 existe una norma conkAk � �(A) + ":Queremos de�nir kxk, para x 2 IRN . Recordemos la forma de Jordan de una matriz. En algunabase fvig, una matriz B se transforma en0B@ J1 � � � 0. . .0 � � � Jr 1CAdonde los Ji son los "bloques de Jordan",Ji = 0BBB@ �i 1 � � � 00 �i � � � 0. . .0 0 � � � �i 1CCCAEsta es la forma normal usual. Sin embargo, puede obtenerse una nueva base en la cual latransformaci�on lineal toma la forma an�aloga pero con los~Ji = 0BBB@ �i " � � � 00 �i � � � 0. . .0 0 � � � �i 1CCCA



2. M�ETODOS ITERATIVOS 45donde " es positivo y arbitrario. Esto se logra re-escalando la base. Miremos, por ejemplo, elbloque 1, J1 = 0BBB@ �1 1 � � � 00 �1 � � � 0. . .0 0 � � � �1 1CCCAen la base v1; : : : ; vm. Si T es la transformaci�on lineal asociada a B tenemosTv1 = �1v1Tv2 = v1 + �1v2Tv3 = v2 + �1v3...Tvm = vm�1 + �1vmAhora de�namos ~v1 = v1, ~v2 = "v2, ~v3 = "2v3,. . . , ~vm = "m�1vm. Tenemos entoncesT ~v1 = �1~v1T ~v2 = "~v1 + �1~v2T ~v3 = "~v2 + �1~v3...T ~vm = "~vm�1 + �1~vmPor lo tanto en la base ~v1; : : : ; ~vm queda el bloque~J1 = 0BBB@ �1 " � � � 00 �1 � � � 0. . .0 0 � � � �1 1CCCAHecho esto, de�namos la norma de la siguiente manera, dado x lo escribimos en la base ~vi,x =X�i~viy de�nimos kxk = max j�ijes decir la norma k k1 en esa base.Entonces, es f�acil ver que, kAk = �(A) + "pues kAk es el m�aximo de Pj jaij j si kAk es la norma asociada a kxk.Corolario 3.5. Bk ! 0 si y s�olo si �(B) < 1:



46 3. RESOLUCI�ON DE SISTEMAS LINEALESDemostraci�on. Veamos primero la vuelta. Si �(B) < 1 por el teorema anterior existe una normatal que kBk < 1, entonces kBkk � kBkk ! 0:Ahora para la ida, supongamos que �(B) � 1, entonces existe z 2 CN , z 6= 0, tal queBz = �maxzy entonces Bkz = �kmaxzEsto implica que kBkzk = �(B)kkzkno tiende a cero.Tomando parte real e imaginaria se ve que hay alg�un x 2 IRN tal que Bkx no tiende a cero.Ahora veamos otra forma de probar estos resultados.Teorema 3.6. Bk ! 0 si y s�olo si �(B) < 1Demostraci�on. B es semejante a una matriz triangular (forma de Jordan), o sea, existe unamatriz C tal que CBC�1 = Jcon J la forma de Jordan de B.Ahora dado " > 0 multiplicamos por la matriz diagonalD = 0BBB@ "�1 0 � � � 00 "�2 � � � 0. . .0 0 � � � "�N 1CCCAy su inversa para obtenerDJD�1 = 0BBB@ "�1 0 � � � 00 "�2 � � � 0. . .0 0 � � � "�N 1CCCAJ0BBB@ " 0 � � � 00 "2 � � � 0. . .0 0 � � � "N 1CCCA = 0BBB@ �1 " � � � 00 �2 � � � 0. . .0 0 � � � �k 1CCCAEn general la matriz J = (�ij) tiene coe�cientes no nulos solo en la diagonal y en los lugares(i; i+ 1). Y al multiplicar por D y D�1 quedan " y 0 en lugar de 1 y 0 en la forma de Jordan.



2. M�ETODOS ITERATIVOS 47En conclusi�on, queda DCBC�1D�1 = 0BBB@ �1 " � � � 00 �2 � � � 0. . .0 0 � � � �k 1CCCA = APara simpli�car llamemos S = DC y nos quedaSBS�1 = AAhora observamos que kAk1 = �(B) + " pues kAk1 = maxjP jaij j:Pero, Bk = S�1AkS. Entonces,kBkk1 � kS�1k1kAkk1kSk1= Cond(S)kAkk1 �� Cond(S)kAkk1� Cond(S)(�(B) + ")k ! 0si " es tal que �(B) + " < 1.Observemos que Cond(S) � 1"N�1 :Corolario 3.7. kBkk1=k ! �(B)Demostraci�on. Basta probarlo para la norma k k1 pues todas las normas son equivalentes. Yavimos que 8", kBkk1 � Cond(S)(�(B) + ")k � C"N�1 (�(B) + ")kPor otro lado se ve f�acil que �(B)k � �(Bk) � kBkk1Entonces �(B)k � kBkk1 � C"N�1 (�(B) + ")k:Luego, �(B) � kBkk1=k1 � ( C"N�1 )1=k(�(B) + ")! (�(B) + ")O sea, 8" existe k a partir del cual�(B) � kBkk1=k1 � (�(B) + 2")es decir kBkk1=k1 ! �(B)Ahora observemos lo siguiente, para B sim�etrica ya sab��amos que kBkk = �(B)k. En general estono es cierto pero, para k grande vale que kBkk � �(B)k. Esto da una manera de comparar dos



48 3. RESOLUCI�ON DE SISTEMAS LINEALESm�etodos iterativos (por ejemplo Jacobi y Gauss-Seidel). Supongamos que el m�etodo i (i = 1; 2)tiene la matriz de iteraci�on Bi. Si �(B1) < �(B2)entonces kBk1k < kBk2kpara k grande. O sea el m�etodo 1 es mejor asint�oticamente (aunque para un n�umero dado deiteraciones podr��a ser mejor el 2).2.3. An�alisis de los m�etodos de Jacobi y Gauss-Seidel.Definici�on 3.8. Una matriz A 2 IRN�N es estrictamente diagonal dominante sijaiij >Xj 6=i jaij j 8iSi A es estrictamente diagonal dominante entonces tanto Jacobi como Gauss-Seidel convergen.Teorema 3.9. Si A es estrictamente diagonal dominante el m�etodo de Jacobi converge.Demostraci�on. Recordemos queA = D + L+ U BJ = �D�1(L+ U)En este caso es f�acil ver que kBJk1 < 1En efecto, BJ = (bij) con bij = aijaii para i 6= j y bii = 0entonces kBJk1 = maxi Xj 6=i jaijjjaiij < 1pues A es estrictamente diagonal dominante.Teorema 3.10. Si A es estrictamente diagonal dominante el m�etodo de Gauss-Seidel converge.Demostraci�on. Como antes recordemos queA = D + L+ U BGS = �(L+D)�1U:Hay que ver que �(B) < 1. Sea � un autovalor de B y x un autovector con kxk1 = 1. Entoncestenemos, �(L+D)�1Ux = �xy esto es equivalente a �Ux = �(L+D)x� NXj=i+1aijxj = � iXj=1 aijxj:



2. M�ETODOS ITERATIVOS 49O bien, �aiixi = �� iXj=1 aijxj � NXj=i+1 aijxjSea i tal que kxk1 = jxij � jxj j, entoncesj�jjaiij � j�j i�1Xj=1 jaijj+ NXj=i+1 jaij j:De esta forma obtuvimos j�j � PNj=i+1 jaijjjaiij �Pi�1j=1 jaij j < 1pues A es estrictamente diagonal dominante.2.4. Matrices sim�etricas de�nidas positivas. Un caso importante es el de A sim�etricay de�nida positiva. En este caso veremos,(1) Jacobi no es necesariamente convergente.(2) Gauss-Seidel es convergente.Empecemos con un ejemplo. Sea a tal que 0 < a < 1 y tomemosA = 0@ 1 a aa 1 aa a 1 1AEsta matriz A es sim�etrica y de�nida positiva. Para ver que es de�nida positiva hay que verque los menores principales son positivos. A1 = (1)A2 = � 1 aa 1 � det(A) = 1� a2 > 0y adem�as det(A) = 1 + 2a3 � 3a2 = (a� 1)2(a+ 12) > 0 si a > �12Analicemos el m�etodo de Jacobi en este caso,BJ = �D�1(L+ U) = 0@ 0 �a �a�a 0 �a�a �a 0 1A :Calculemos los autovalores de B, el polinomio caracter��stico esp(�) = det0@ � a aa � aa a � 1A = �3 + 2a3 � 3a2�:



50 3. RESOLUCI�ON DE SISTEMAS LINEALESObservemos que p(a) = 0 entonces �1 = a y como p0(a) = 0, �1 = a es una raiz doble de p.Dividiendo p por (�� a)2 se obtiene que la tercer raiz es �3 = �2a. Entonces si1 > a � 12se tiene que �(B) = 2a � 1y con esto no se puede asegurar que el m�etodo de Jacobi converja para cualquier dato inicial.Conclusi�on: A sim�etrica de�nida positiva no implica que el m�etodo de Jacobi sea necesaria-mente convergente.Observaci�on 3.11. Tomando A = 0BBBB@ 1 12 1212 1 1212 12 1
1CCCCAtenemos que �(BJ) = 1, con lo cual Jacobi no converge. Entonces la condici�on estricta esnecesaria en el teorema que muestra la convergencia para A estrictamente diagonal dominante.Observaci�on 3.12. A = D + L+ LTPuede demostrarse que si D � (L+ LT ) es de�nida positiva, entonces�(BJ ) < 1si y s�olo si A es de�nida positiva . En particular, siA = D + L+ LT y ~A = D � (L+ LT )son de�nidas positivas, se tiene que �(BJ ) < 1o sea Jacobi converge para A y para ~A (la matriz ~BJ = �BJ , s�olo cambia de signo). Para unademostraci�on de este hecho ver Isaacson-Keller (pag 72).Ejemplo 3.13. Para la matriz A = 0@ 1 a aa 1 aa a 1 1Acon 12 � a < 1 se tiene ~A = 0@ 1 �a �a�a 1 �a�a �a 1 1A :Y resulta que ~A no es de�nida positiva.



2. M�ETODOS ITERATIVOS 51Ahora analicemos qu�e pasa con el m�etodo de Gauss-Seidel en este mismo ejemplo.A = 0@ 1 a aa 1 aa a 1 1Ay entonces L+D = 0@ 1 0 0a 1 0a a 1 1A y U = 0@ 0 a a0 0 a0 0 0 1A :Calculando obtenemos (L+D)�1 = 0@ 1 0 0�a 1 0a2 � a �a 1 1A :Entonces B = BGS = �(L+D)�1U esB = 0@ 0 �a �a0 a2 a2 � a0 a2 � a3 2a2 � a3 1A :Veamos los autovalores de B,�I �B = 0@ � a a0 �� a2 a� a20 �a2 + a3 �� 2a2 + a3 1A :Tenemos �1 = 0. Para simpli�car, ahora consideremos el caso particular a = 12 , para este valorde a se obtiene B = 0@ 0 �12 �120 14 �140 18 38 1A :Y entonces, 8B = 0@ 0 �4 �40 2 �20 1 3 1A y �I � 8B = 0@ � 4 40 �� 2 20 �1 �� 3 1A :Con lo cual, det(�I � 8B) = �((�� 2)(�� 3) + 2):Las ra��ces de (�� 2)(� � 3) + 2 son�2 = 5 +p�72 �3 = 5�p�72Como estos son los autovalores de 8B los autovalores de B son�1 = 0 �2 = 5 +p�716 �2 = 5�p�716 :Observemos que j�2j = j�3j = p3216 = p24 < 1:



52 3. RESOLUCI�ON DE SISTEMAS LINEALESEntonces el m�etodo de Gauss-Seidel converge.M�as adelante veremos que si A es sim�etrica y de�nida positiva entonces Gauss-Seidel converge.En particular este ejemplo nos da un caso donde el m�etodo de Gauss-Seidel converge pero Jacobino, o sea �(BGS) < 1 y �(BJ) � 1.Ahora veremos un ejemplo \al rev�es", es decir donde Jacobi converge pero Gauss-Seidel no.Ejemplo 3.14. (Collatz 1942, ver Varga, pag 74). SeaA = 0@ 1 2 �21 1 12 2 1 1A :Para el m�etodo de Jacobi nos quedaBJ = 0@ 0 �2 2�1 0 �1�2 �2 0 1A�I �BJ = 0@ � 2 �21 � 12 2 � 1Aentonces p(�) = �3y los autovalores resultan ser �1 = �2 = �3 = 0Entonces BJ es nilpotente, �(BJ ) = 0 y el m�etodo converge en tres pasos.e3 = B3Je0 = 0Ahora analicemos el m�etodo de Gauss-Seidel para este ejemplo.L+D =0@ 1 0 01 1 02 2 1 1A ; �U = 0@ 0 �2 20 0 �10 0 0 1A y (L+D)�1 = 0@ 1 0 0�1 1 00 �2 1 1AEn consecuencia, BGS = �(L+D)�1U =0@ 0 �2 20 2 �30 0 2 1Ay �I �BGS = 0@ � 2 �20 �� 2 30 0 �� 2 1ALos autovalores resultan ser �1 = 0 �2 = 2 �3 = 2entonces �(BGS) = 2 y el m�etodo de Gauss-Seidel no converge.



2. M�ETODOS ITERATIVOS 53Concluimos que en este ejemplo el m�etodo de Jacobi converge en tres pasos pero Gauss-Seidelno converge (existen datos iniciales para los cuales no converge).Modi�cando trivialmente este ejemplo puede obtenerse un ejemplo en que ambos m�etodos con-vergen y se tiene �(BJ) < �(BGS) < 1. SeaA = 0@ 5 2 �21 5 12 2 5 1Aque es estrictamente diagonal dominante y entonces Jacobi y Gauss-Seidel ambos convergen.Veamos un ejemplo m�as.Ejemplo 3.15. Este es un ejemplo para el cual ninguno de los dos m�etodos converge.A = 0@ 2 1 �1�2 2 �21 1 2 1A :Aplicando Jacobi resulta BJ = 0@ 0 �12 121 0 1�12 �12 0 1A�I �BJ = 0@ � 12 �12�1 � �112 12 � 1Acon lo cual, p(�) = �3 + 54�y los autovalores de BJ resultan�1 = 0 �2 = ip52 �3 = �ip52 :Entonces, �(BJ ) = p52 > 1y en consecuencia Jacobi no converge.Para Gauss-Seidel se tieneL+D = 0@ 2 0 0�2 2 01 1 2 1A ; (L+D)�1 = 0BBBB@ 12 0 012 12 0�12 �14 12
1CCCCA y



54 3. RESOLUCI�ON DE SISTEMAS LINEALES�(L+D)�1U = 14 0@ 0 �2 20 �2 60 2 �4 1Ade donde p(�) = �3 + 54�2 � 14� y calculando las ra��ces de p(�) obtenemos con aproximaci�on losautovalores �1 = 0; �2 = 0:1514 y �3 = �1:6514 y por tanto�(BGS) = j�3j > 1y entonces el m�etodo de Gauss-Seidel no converge.Ejemplo 3.16. Caso IR2 En este caso es f�acil analizar el m�etodo de Jacobi y el de Gauss-Seidel.A = � a11 a12a21 a22 �entonces BJ = �D�1(L+ U) = � 0 �a12a11�a21a22 0 �y BGS = �(D + L)�1U = � 0 �a12a110 a12a21a11a22 � :Entonces, �(BJ) =s ja12a21jja11a22j�(BGS) = ja12a21jja11a22j :Es decir, �(BGS) = �(BJ )2:Como conclusi�on en IR2 Jacobi converge si y s�olo si Gauss-Seidel converge. Y si convergen (osea � < 1) es mejor asint�oticamente Gauss-Seidel, pues en este caso �(BGS) < �(BJ).Por ejemplo, si A es estrictamente diagonal dominante, entonces convergen los dos m�etodos. Yesto en IR2 es decir ja12j < ja11j y ja21j < ja22j.Si A es sim�etrica y de�nida positiva entonces convergen ambos m�etodos en IR2, puesa11 > 0 a12 = a21 detA = a11a22 � a212 > 0entonces a11a22 > a212a212a11a22 = �(BGS) = �(BJ )2 < 1:El ejemplo anterior se generaliza para el m�etodo de Gauss-Seidel en IRN pero no para el m�etodode Jacobi.Veamos ahora el �ultimo ejemplo de esta serie.



2. M�ETODOS ITERATIVOS 55Ejemplo 3.17. Sea A 2 IR3 una matriz tridiagonal entonces,�(BGS) = �(BJ)2Si ponemos A = 0@ a11 a12 0a21 a22 a230 a32 a33 1A entonces BJ = �D�1(L+ U) = 0@ 0 �a12a11 0�a21a22 0 �a23a220 �a32a33 0 1Ay det(�I �BJ) = �3 � ��a12a21a11a22 + a23a32a22a33� :Y entonces �(BJ) =s����a12a21a11a22 + a23a32a22a33 ����:Para el m�etodo de Gauss-Seidel se tieneL+D = 0@ a11 0 0a21 a22 00 a32 a33 1A y U = 0@ 0 a12 00 0 a230 0 0 1A :Entonces
BGS = �(L+D)�1U = 0BBBB@ 0 �a12a11 00 a12a21a11a22 �a23a220 �a12a21a32a11a22a33 a23a32a22a33

1CCCCA
det(�I �BGS) = �3 � �2�a12a21a11a22 + a23a32a22a33� :Y los autovalores resultan ser�1 = �2 = 0 �3 = �a12a21a11a22 + a23a32a22a33� :Entonces, �(BGS) = ����a12a21a11a22 + a23a32a22a33 ���� = �(BJ)2Los autovalores de Jacobi son los autovalores de BJ = �D�1(L+ U) y resultan ser las ra��ces �de det(�I +D�1(L+ U)) = det(D�1(�D + L+ U))= det(D�1) det(�D + L+ U)y como por hip�otesis det(D�1) 6= 0 (asumimos aii 6= 0), � son las ra��ces dedet(�D + L+ U):



56 3. RESOLUCI�ON DE SISTEMAS LINEALESAn�alogamente, los autovalores � de BGS = �(L+D)�1U son las ra��ces dedet(�I + (L+D)�1U) = det((L+D)�1(�(L+D) + U))= det((L+D)�1) det(�(L+D) + U)y como det((L+D)�1) 6= 0, � son las ra��ces dedet(�(L+D) + U):Lema 3.18. Sea A 2 IRN�N tridiagonal entonces, para todo � 6= 0 se tiene quedet(D + L+ U) = det(D + �L+ ��1U)Demostraci�on. Basta ver que las matrices A = D + L + U y D + �L + ��1U son semejantes.Pongamos A = 0BBBBB@ d1 a1 0 � � � 0b2 d2 a2 � � � 00 b3 d3 . . . .... . . . . . aN�10 : : : bN�1 dN
1CCCCCAy consideremos C =0BBB@ 1 0 � � � 00 � � � � 0... . . . ...0 � � � �N�1 1CCCAEntonces,CAC�1 = 0BBBBB@ d1 ��1a1 0 � � � 0�b2 d2 ��1a2 � � � 00 �b3 d3 . . . .... . . . . . ��1aN�10 : : : �bN�1 dN
1CCCCCA = D + �L+ ��1U

Teorema 3.19. Sea A 2 IRN�N una matriz tridiagonal y sean � los autovalores no nulos deBGS, � los autovalores no nulos de BJ , entonces � y � se relacionan de la siguiente manera� = �2:En particular, �(BGS) = �(BJ )2:



2. M�ETODOS ITERATIVOS 57Demostraci�on. Los � son autovalores de BGS y por lo anterior veri�can quedet(�(L+D) + U) = 0pero �(L+D) + U es tridiagonal y por el lema anteriordet(�D + ��L+ ��1U) = 0Si � 6= 0 sea � tal que �2 = 1� . Entonces,0 = ��N det(��D + L+ U)y como los autovalores de BJ no nulos son las ra��ces � de det(�D + L+ U) = 0 resulta que� = ��Pero como �2 1� se tiene que �2 = �:Ahora observemos que en lo anterior, dado � 6= 0 autovalor de BGS encontramos � autovalor deBJ con �2 = �, pero en realidad es un si y s�olo si. Es decir, dado � autovalor de BJ , � = �2resulta ser un autovalor de BGS, det(�D + L+ U) = 0si y s�olo si det(�2D + �(L+ U)) = 0si y s�olo si (por el lema previo) det(�2D + ��L+ ��1�U) = 0y tomando � = � se tiene det(�2(D + L) + U)) = 0:Entonces �2 es autovalor de BGS.Convergencia del m�etodo de Gauss-Seidel para A 2 IRN�N sim�etricaComo los autovalores de A 2 IRN�N pueden ser complejos, trabajaremos directamente conA 2 CN�N .Recordemos algunas de�nicionesDefinici�on 3.20. Si A 2 CN�N se de�ne A� = AT o sea A� es la matriz que en el lugar i; jtiene al elemento a�ij = aji:Definici�on 3.21. A 2 CN�N es Hermitiana siA� = A:



58 3. RESOLUCI�ON DE SISTEMAS LINEALESObservemos que si A 2 IRN�N , A� = AT y Hermitiana signi�ca sim�etrica.Si z 2 CN y A es Hermitiana entonces z�Az 2 IR:En general para A cualquiera z�Az = z�A�z. Veamos esto,z�Az =Xij ziaijzjy entonces z�Az =Xij ziaijzj = z�A�zTeorema 3.22. Sea A 2 CN�N Hermitiana y de�nida positiva (o sea z�Az > 0 8z 6= 0),entonces el m�etodo de Gauss-Seidel es convergente.Demostraci�on. A = L+D + L�con L = 0BBB@ 0 0 � � � 0a21 0 � � � 0... . . .aN1 � � � 0 1CCCAHay que ver que �(BGS) < 1 donde BGS = �(L+D)�1L�.Observemos que BGS puede escribirse comoBGS = I � (L+D)�1ASea � 2 C un autovalor de BGS y z 2 CN , z 6= 0, un autovector correspondiente a �, es decir(I � (L+D)�1A)z = �zo bien (L+D)z �Az = �(L+D)zy esto es equivalente a Az = (1� �)(L+D)zComo Az 6= 0 se deduce que � 6= 1. Multiplicando por z� se obtiene11� � = z�(L+D)zz�Aztomando conjugado y recordando que z�Az 2 IR y que D es real se tiene11� � = z�(L+D)�zz�Az = z�(L� +D)zz�Az :Y sumando estas dos igualdades se obtiene2Re( 11� �) = 1 + z�Dzz�Az > 1



2. M�ETODOS ITERATIVOS 59pues z�Az > 0 y z�Dz > 0 (aii > 0 si A es de�nida positiva).Entonces si � = �+ i�, tenemos11� � = 11� �� i� 1� �+ i�1� �+ i� = 1� �+ i�(1� �)2 + (�)2 :Y de esta forma Re( 11� �) = 1� �(1� �)2 + (�)2y por lo anterior 1� �(1� �)2 + (�)2 > 12es decir 2(1 � �) > 1� 2� + �2 + �2y esto es equivalente a 1 > �2 + �2:Hemos conseguido ver que j�j < 1:Se puede probar que si A 2 CN�N es Hermitiana y con aii > 0 entonces el m�etodo de Gauss-Seidel converge si y s�olo si A es de�nida positiva .2.5. M�etodo SOR. La idea del m�etodo SOR (successive over relaxation / sobre relajaci�onsucesiva) es tomar un \promedio" entre el xki y el xk+1i de Gauss-Seidel (promedio entre comillaspues los pesos no son necesariamente menores o iguales que 1).Dado ! un par�ametro se de�nexk+1i = (1� !)xki + !0@bi � i�1Xj=1 aijxk+1j � NXj=i+1aijxkj1A 1aiiEn forma matricial escribimos como antes A = L+D + U queda(D + !L)xk+1 = ((1� !)D � !U)xk + !bentonces xk+1 = B!xk + (D + !L)�1!bcon B! = (D + !L)�1((1� !)D � !U)Observemos que B1 = BGS .En principio, ! es arbitrario. Sin embargo el siguiente teorema nos dice que es necesario quej! � 1j < 1 para que haya convergencia (o sea para que �(B!) < 1). Si ! 2 IR entonces hacefalta que 0 < ! < 2.Teorema 3.23. (Kahan) Sea A 2 CN�N , con aii 6= 0, entonces�(B!) � j1� !j



60 3. RESOLUCI�ON DE SISTEMAS LINEALESDemostraci�on. Si L es triangular inferior con ceros en la diagonal entonces det(D�1) = det((D+!L)�1). En consecuencia,det(B!) = det((D + !L)�1) det((1� !)D � !U)= det(D�1) det((1 � !)D � !U)= det((1 � !)I � !D�1U)= det((1 � !)I) = (1� !)NPero como det(B!) =Qi �i se tiene que�(B!) � j1� !jSi ! 2 IR, una condici�on necesaria para que el m�etodo converja es que 0 < ! < 2. Esta condici�ones tambi�en su�ciente si A es sim�etrica de�nida positiva.El problema consiste en encontrar el par�ametro �optimo (o cercano al �optimo) para acelerar laconvergencia. Para ciertas clases de matrices esto puede hacerse (ver libro Varga, Ortega oSmith). 3. Ejercicios(1) Escribir un programa que implemente el m�etodo de Jacobi y otro el de Gauss-Seidelcon las siguientes condiciones:� que incluya una restricci�on al n�umero de iteraciones� que �nalice si el m�etodo se estaciona(2) Decidir para cada uno de los siguientes sistemas, si los m�etodos de Jacobi y de Gauss-Seidel son convergentes (sugerencia: utilizar los comandos tril, diag y eig de Matlab).En caso a�rmativo usarlos para resolver el sistema. Si ambos m�etodos convergen,determinar cu�al converge m�as r�apido. >Es la matriz del sistema diagonal dominante?>y sim�etrica y de�nida positiva?(a) 0@ 3 1 12 6 11 1 4 1A0@ x1x2x3 1A = 0@ 596 1A ; (b) 0BB@ 5 7 6 57 10 8 76 8 10 95 7 9 10 1CCA0BB@ x1x2x3x4 1CCA = 0BB@ 23323331 1CCA(3) Dar ejemplos donde converja el m�etodo de Jacobi y no lo haga el de Gauss-Seidel yviceversa.(4) Considerar el sistema Ax = b para A = � 2 13 6 � y b = (8; 21). Mostrar que el m�etodode Jacobi converge; hacer un programa que lo modele y a la vez gra�que en el plano lasucesi�on de aproximaciones obtenidas empezando en cada uno de lo siguientes valoresiniciales(a) x0 = (1; 4) (b) x0 = (1; 0) (c) x0 = (5; 2)(5) Considerar el sistema � x� y = 0x+ y = 0 : Estudiar autovalores y autovectores de la matrizde iteraci�on asociada al m�etodo de Gauss-Seidel, decidir si el m�etodo es convergente o



3. EJERCICIOS 61no y, sin hacer c�alculos, predecir el comportamiento de las sucesiones que se obtienencon los siguientes valores iniciales.(a) x0 = (2; 0) (b) x0 = (�0:03; 0:03) (c) x0 = (0; 1)Decidir si en este caso el m�etodo de Jacobi resulta convergente.(6) (a) Mostrar que toda matriz A 2 IRn�n con det(A) > 1 tiene un autovalor �, real ocomplejo, con j�j > 1.(b) Decidir si el m�etodo de Jacobi converge o no para un sistema dado por la matrizA = 0@ �1 1 24 �1 35 6 �1 1A :(7) Sean A;B 2 IR3�3 las matricesA = 0@ a c 0c a c0 c a 1A ; B = 0@ 0 b 0b 0 b0 b 0 1A :(a) Probar que limn!1Bn = 0 si y s�olo si jbj < p2=2.(b) Dar condiciones necesarias y su�cientes sobre a; c 2 IR para la convergencia de losm�etodos de Jacobi y de Gauss-Seidel aplicados a la resoluci�on de Ax = v.(8) (a) Probar que si A tiene una base de autovectores vi, con autovalores �i, la matrizB = I + sA; s 2 IRtiene los mismos autovectores, con autovalores �i = 1 + s�i.(b) Sabiendo que los autovalores de la matriz A 2 IR(n�1)�(n�1)A = 0BBBBBB@ �2 1 0 � � 01 �2 1 0 � 0� � �� � �0 � � 1 �2 10 � � 0 1 �2
1CCCCCCAson �j = �4 sen�j2n , j = 1; : : : ; n � 1, decidir si el m�etodo de Jacobi aplicado aAx = b es convergente o no.(c) Decidir si el m�etodo de Gauss-Seidel resulta convergente. En caso a�rmativo, >qu�em�etodo converge m�as r�apido?Comentario: Este problema es interesante por sus aplicaciones, puescorresponde a la discretizaci�on de la ecuaci�on de Poisson en una di-mensi�on espacial:8><>: d2udx2 = f(x); x 2 [0; 1];u(0) = u(1) = 0:(9) Sea BJ la matriz asociada al m�etodo de Jacobi de un sistema dado. Estimar(a) cu�antas multiplicaciones y divisiones se requieren para calcular BJ .(b) cu�antas multiplicaciones y divisiones se requieren para para realizar una iteraci�oncon el m�etodo de Jacobi.



62 3. RESOLUCI�ON DE SISTEMAS LINEALES(c) si �(BJ ) < 1, cu�antas iteraciones se necesitan para reducir el error del m�etodo enm�as de 10�m (en funci�on de �(BJ)).(d) cu�antas multiplicaciones y divisiones se requieren para calcular la soluci�on delsistema por el m�etodo de eliminaci�on gaussiana.(e) cu�antas iteraciones del m�etodo de Jacobi podr��an realizarse antes de igualar lacantidad de operaciones necesarias al usar el m�etodo de eliminaci�on gaussiana.(10) Sean BJ y BGS las matrices asociadas al m�etodo de Jacobi y de Gauss-Seidel respec-tivamente del sistema Ax = b.(a) Mostrar que si A(i; k) = 0 entonces, el elemento BJ(i; k) = 0. Notar que si A esuna matriz rala (con muchos ceros) entonces BJ tambi�en lo es. Luego, en cadaiteraci�on se requieren pocas multiplicaciones.(b) Mostrar que � = 0 siempre es un autovalor de BGS . >De qu�e autovector?(11) Dada una matriz A = 0@ a11 a12 a13a21 a22 a23a31 a32 a33 1Ay un vector b 2 IR3, se quiere resolver el sistema de ecuaciones Ax = b; para lo cualse considera el siguiente m�etodo iterativo, que es un caso particular de los m�etodosllamados Jacobi por bloques:xk+1 = �0@ a11 a12 0a21 a22 00 0 a33 1A�1 �0@ 0 0 a130 0 a23a31 a32 0 1A � xk +0@ a11 a12 0a21 a22 00 0 a33 1A�1 � b;Este m�etodo resulta convergente para los siguientes datos:A = 0@ 8 2 �3�3 9 43 �1 7 1A y b =0@ �20620 1A :Hacer un programa que calcule la sucesi�on de aproximaciones generada con valor inicialel vector nulo y que se detenga cuando kxk+1 � xkk1 � 10�4 (es decir, cuando laiteraci�on \se estabiliza").(12) Sea A 2 IRn�n. Probar que � = 1 es autovalor de la matriz de Jacobi (o Gauss-Seidel)de A si y s�olo si A es no inversible.(13) Para resolver el sistema Ax = b, se utiliza un m�etodo iterativo cuya matriz de iteraci�onJ es diagonalizable y satisface �(J) < 1. Sea ek el vector error en el k-�esimo paso.(a) Demostrar que kekk1 = O(�(J)k).(b) Probar que si ek 6= 0 para todo k 2 IN y �(J) 6= 0, la sucesi�on (kekk1)k2IN tiendea 0 linealmente.(14) Utilizar la iteraci�on de Gauss-Seidel para resolver el sistema Anx = bn paraAn = � 1 22 4 + 1n2 � y bn = (1; 2 � 1n2 ):>C�omo es la convergencia? >Tiene esto que ver con el mal condicionamiento de A? Darun ejemplo de una matriz mal condicionada para la cual la convergencia sea r�apida.(15) Hacer un programa que pida el ingreso de una matriz A y un vector b y luego� calcule las matrices de iteraci�on de los m�etodos de Jacobi y Gauss-Seidel.



3. EJERCICIOS 63� calcule el menor de los radios espectrales de las dos matrices anteriores y, si estevalor resulta menor a 1, entonces realice las primeras 10 iteraciones del m�etodocorrespondiente (o de cualquiera de los dos m�etodos en caso de que los radiosespectrales resulten coincidentes), con valor inicial el vector nulo.(16) Considerar el sistema Ax = b para A = � 64 �66 �1 � y b = (1; 2).(a) Demostrar que el m�etodo de Jacobi converge para todo dato inicial. Veri�car, sinembargo, que la matriz no es diagonal dominante.(b) Sea J la matriz de iteraci�on. Hallar las normas 1, 1 y 2 de J . Hallar una normak k en la cual kJk sea < 1.





CAP��TULO 4Resoluci�on de ecuaciones no linealesEn muchos problemas, aparece en forma natural, la necesidad de calcular el valor de x dondeuna funci�on f se anula, es decir, una ra��z de f . En general, con las herramientas anal��ticas quese usan para estudiar y gra�car funciones suaves (derivables) s�olo podemos analizar si hay unintervalo [a; b] donde el gr�a�co de f cruza el eje x.En este cap��tulo, veremos distintos m�etodos que nos permitir�an aproximar el valor de una ra��z,�este valor suele hallarse por aproximaciones sucesivas y por ende los m�etodos a utilizar soniterativos. En muchas ocasiones, s�olo tiene sentido encontrar una soluci�on aproximada. A veces,el c�alculo exacto no es posible ya sea porque se trata de una ra��z irracional (f(x) = x2 � 2) oporque la funci�on viene dada por coe�cientes cuyos valores se conocen s�olo en forma aproximada.Lo importante al utilizar m�etodos que estimen el valor deseado es, como venimos marcando enestas notas, poder controlar el error que se comete al utilizar un valor aproximado en lugar delexacto.El problema se plantea de la siguiente manera: Dada f : IR ! IR (o bien f : [a; b] ! IR) sequiere encontrar r tal que f(r) = 0:El c�alculo aproximado de ra��ces puede dividirse en dos etapas. En la primera, se separan lasra��ces. Es decir, se busca un subintervalo de [a; b] que contenga una y s�olo una ra��z de f . Paraasegurar la existencia de al menos una ra��z en el intervalo propuesto se utiliza el teorema deBolzano. Para asegurar que no hay m�as de una ra��z se usa el teorema de Rolle, es decir, severi�ca que la derivada primera no cambie de signo en dicho intervalo. En la segunda etapa, seaplica un m�etodo para aproximar la ra��z aislada.Antes de describir el primer m�etodo de estas notas, el de bisecci�on, recordamos el teorema deBolzano.Teorema 4.1. Bolzano Sea f : [a; b] ! IR continua en [a; b]. Si f(a)f(b) < 0 (o sea f(a) yf(b) tienen distinto signo) entonces existe alguna ra��z de f en el intervalo [a; b].1. M�etodo de bisecci�onEste m�etodo, que se apoya en la idea geom�etrica del teorema de Bolzano, permite construir unasucesi�on (xn)n2IN que converge a la soluci�on de f(x) = 0 de la siguiente manera.



66 4. RESOLUCI�ON DE ECUACIONES NO LINEALESSupongamos que f(a)f(b) < 0. Calculemos c = a+b2 . Supongamos, por ejemplo, que f(a) > 0 yf(b) < 0, entonces(1) Si f(c) = 0 listo.(2) Si f(c) < 0, habr�a una ra��z en [a; c].(3) Si f(c) > 0, habr�a una ra��z en [c; b].Ahora se elige el subintervalo, cuya longitud es la mitad de [a; b] y que contiene a la ra��z. Esteproceso se sigue sucesivamente.As�� se genera una sucesi�on x1 = a+b2 2 [a1; b1], x2 2 [a2; b2], x3 2 [a3; b3] . . . donde cada intervalo[an; bn] mide la mitad del anterior,b1 � a1 = b� a2b2 � a2 = b1 � a12 = b� a4...bn � an = � � � = b� a2nAdem�as, a � a1 � a2 � : : : � bb � b1 � b2 � : : : � aEntonces an y bn son sucesiones mon�otonas y acotadas y en consecuencia convergen, es decir,existen los l��mites limn!1an y limn!1 bn:Y como jbn � anj � b� a2n ! 0se tiene que limn!1an = limn!1 bn = r:En cada paso se veri�ca f(an)f(bn) � 0 y tomando l��mite (usando que f es continua) resultaf(r)2 � 0:Entonces r es la ra��z buscada pues cumple, f(r) = 0:



1. M�ETODO DE BISECCI�ON 67Por otra parte el error se puede acotar de la siguiente forma. Tenemos quexn = an�1 + bn�12entonces jr � xnj � 12(bn�1 � an�1) = b� a2n :Resumiendo, hemos demostrado,Teorema 4.2. Si f : [a; b] ! IR es continua y f(a)f(b) < 0 entonces, el m�etodo de bisecci�ongenera una sucesi�on xn tal que,(1) xn ! r con f(r) = 0,(2) jr � xnj � b� a2n .Una de las ventajas que tiene el m�etodo de bisecci�on es que converge para cualquier f continua,es decir no hace falta derivabilidad como en otros m�etodos que veremos m�as adelante.Ejemplo 4.3. Calculemos p2.Tomemos f(x) = x2 � 2 y [a; b] = [1; 3]. Se tiene f(1) = �1 < 0 < f(3) = 7 y con un gr�a�co def podemos asegurar que no hay otra ra��z positiva. La suecsi�on que produce el m�etodo es:x1 = 2 f(x1) = 2 [a1; b1] = [1; 2]x2 = 1:5 f(x2) = 0:25 [a2; b2] = [1; 1:5]x3 = 1:25 f(x3) = �0:4375 [a3; b3] = [1:25; 1:5]x4 = 1:375 f(x4) = �0:109375 [a4; b4] = [1:375; 1:5]x5 = 1:4375 f(x5) = 0:06640625 [a5; b5] = [1:375; 1:4375]x6 = 1:40625 f(x6) = �0:022 : : : [a6; b6] = [1:40625; 1:4375]x7 = 1:421875 f(x7) = 0:02 : : : [a7; b7] = [1:40625; 1:421875]x8 = 1:4140625 : : :Para x8, vemos que la aproximaci�on lograda tiene 4 cifras exactas. Fue necesario hacer ochopasos para obtener cuatro cifras exactas (p2 = 1:4142 : : :).Del an�alisis hecho en general sab��amos que,



68 4. RESOLUCI�ON DE ECUACIONES NO LINEALES
jp2� x8j � b� a28 = 228 = 1128 :Entonces el error relativo esjp2� x8jp2 � 1128p2 � 0:005 : : : � 51000 :La desventaja del m�etodo de bisecci�on es que converge muy lentamente, por ejemplo en com-paraci�on con el m�etodo de Newton-Raphson que veremos m�as adelante.En cada paso la cota del error, (b� a)=2n, se reduce a la mitad,jen+1j � b� a2n :En consecuencia se reduce 110 en tres o cuatro pasos (se gana una cifra en tres o cuatro pasos).2. M�etodo regula falsiEste m�etodo llamado \regula falsi" o de falsa posici�on puede verse tanto como una variante delm�etodo de bisecci�on como del m�etodo Newton-Raphson, que veremos en la pr�oxima secci�on.Supongamos, nuevamente, que tenemos una funci�on f : [a; b] ! IR continua que veri�caf(a)f(b) < 0 (entonces existe una ra��z, r, en [a; b], por el teorema de Bolzano) y supongamosque la ra��z es �unica en ese intervalo.De�nimos x1 como la intersecci�on de la recta secante L con el eje x (en lugar de tomar elpromedio b�a2 , como se hace con el m�etodo de bisecci�on).La recta L, que une los puntos (a; f(a)) con (b; f(b)) tiene ecuaci�on:y � f(a) = f(b)� f(a)b� a (x� a):Como x1 es el valor de x que cumple y = 0, se tiene,x1 = a� f(a)f(b)� f(a)(b� a) = af(b)� bf(a)f(b)� f(a)Si f(x1) 6= 0 entonces f(a)f(x1) < 0 o bien f(b)f(x1) < 0. Supongamos f(b)f(x1) < 0, de�ni-mos x2 con el mismo procedimiento anterior con el intervalo [x1; b] = I1, y as�� sucesivamente.Observemos que puede suceder que jInj no tienda a cero, pero sin embargo xn ! r para toda fcontinua.




